Osnovni principi kvantnog ra¢unanja I
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Uvod

Sigurno ste se ve¢ susreli s pojmom kvantno racunalo, tj. s novim tipom rac¢unala koje
bi u odnosu na klasi¢no racunalo trebalo biti superiorno u obavljanju specifi¢nih zadataka
kao Sto su deSifriranje kriptiranih podataka, simulacija kvantnih procesa u fizici ¢vrstoga
stanja i kemiji, u strojnom ucenju, itd. Sam koncept kvantnog racunala poceo se razvijati
tijekom 80-tih godina te su do danas uspjeSno formulirani razliciti algoritmi koji se teme-
lje na principima kvantne mehanike. Medutim, razvoj uredaja na kojima bi se ti algoritimi
trebali izvrSavati ne tece ba$ tako glatko. Za razliku od klasi¢nih racunala koja podatke
spremaju u bitove s dobro definiranim stanjima O i 1, kvantna rac¢unala koriste qubitove
koji mogu biti i u stanju izmedu 0 i 1. Pokazalo se da je tehnicki vrlo zahtjevno napra-
viti veliki broj qubitova i drZati ih u stanjima superpozicije tijekom izvodenja algoritma.
Kvantni procesor radi na vrlo niskim temperaturama, a stanja superpozicije vrlo lako mo-
gu unistiti razliciti tipovi Sumova kao §to su termicke vibracije, elektromagnetske smetnje,
kozmicke zrake i slicno. U praksi veliki broj qubitova mora biti rezerviran za ispravljanje
greSaka uzrokovanih Sumom, pa ih malo ostaje za same izracune, tako da jedan od sugo-
vornika u ¢lanku iz Casopisa Nature iz 2023. godine pesimisti¢no kaZe da kvantna racunala
trenutno nisu korisna ni za $to [1]. Naravno, uz odgovarajuce inovacije i tehnicki napredak
kvantna racunala bi mogla odjednom postati vrlo korisna. Nemojte zaboraviti da kvantne
algoritme ve¢ imamo.

U ovom c¢lanku neemo se baviti tehni¢kim detaljima rada takvog uredaja, nego ¢emo
se koncentrirati na principe kvante mehanike i kako iz njih slijedi ideja za kvantno racu-
nanje. Zapocet ¢emo s osnovama linarne algebre, povezati sve s qubitovima i superpozici-
jom stanja te u drugom dijelu pogledati kvantna vrata koja u specijalnim slucajevima ima-
ju analogone u klasi¢nim logickim vratima i spomenuti neka koja nemaju. Pritom ¢emo
u nekim dijelovima slijediti udzbenik Introduction to Quantum Computing autora H. Y.
Wong-a [2].

Malo linearne algebre i analogija s kvantnom mehanikom

Svoje razmatranje zapocet ¢emo s vektorima u dvodimenzionalnom prostoru:

\71a~)€+b~)?<ab>, vzc.;e+d~y<2). (1)

Vektore v i 1, smo zapisali kao linearne kombinacije jedini¢nih vektora £ i ¥, s koefi-
cijentima a, b, ¢ i d. Jedinicni vektori su medusobno ortogonalni i imaju normu (duljinu)
jednaku 1 te ¢ine ortonormiranu bazu 2D vektorskog prostora. Alternativno, vektore v i
v, moZemo zapisati samo pomocu koeficijenata tako da ih organiziramo u stupac gdje pr-
vi redak u stupcu odgovara onom koji stoji uz jedni¢ni vektor %, a drugi redak uz jedni¢ni
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vektor y. U takvom zapisu skalarni ili unutarnji produkt mozemo zapisati kao umnozak
retka i stupca matrice:

\71~\72(a*b*)<2,>a*~c+b*~d. (2)
U opéenitom slucaju koeficijenti mogu biti i kompleksni brojevi pa zvjezdica “*” oznaca-
va konjugirano kompleksni broj. Ako uzmemo skalarni produkt vektora samog sa sobom,
dobit éemo kvadrat duljine tog vektora L?:

Vl-ﬁlz(a*b*)(i):a*-a+b*-b:|a|2+|b|2:L2. 3)

Pogledajmo sada analogni primjer u kvantnoj mehanici. Pretpostavimo da imamo qu-
bit reprezentiran elektronom koji je Cestica sa spinom 1/2 pa ima dvije projekcije, spin
gore |1/2,1/2) i spin dolje |1/2,—1/2) [3]. Primijetite da smo ovo mogli oznaditi i sa
[1/2,1/2) =|1) i]1/2,—1/2) =]]) . Medutim, mi éemo izabrati oznake [1/2,1/2) =
[0) i|1/2,—1/2) =|1) . Opéenito se qubit moZe nalaziti u bilo kojem stanju izmedu te
dvije projekcije pa to prikazujemo valnom funkcijom |y) koja je linearna kombinacija
ta dva stanja:

lw) = al0) +B1) . €]

Ako sada jednadZbu (4) usporedimo s izrazom (1), vidimo da valna funkcija |y) odgo-
vara vektoru v, a projekcije spina [0) i |1) nam ¢ine bazu sli¢no kao i jedini¢ni vektori
X 1 y u 2D vektorskom prostoru, a linearnu kombinaciju sada zovemo superpozicijom. Za
stanja baze i dalje vrijedi svojstvo ortonormiranosti pa ¢e za skalarni produkt vrijediti

ri=tin ={ o 154

Za kvantna raCunala takoder Zelimo da i sama valna funkcija bude normirana:
w ey [ & 2 2
(wlv) = o ) () =la o+ 1B =1 0

Ovaj izraz znaci da kada napravimo mjerenje, vjerojatnost da qubit nademo u stanju |0)
iznosi ||?, dok vjerojatnost da qubit nademo u stanju |1) iznosi |B]%. Primijetite da se
skalarni produkt (5) ne mijenja ako bi uz neki od koeficijenata o i B dodali fazni faktor
¢ jer bismo imali (e?)*¢®® = =% = 1. U kvantnom racunarstvu fazni faktor je vrlo
vazan i koristi se za postizanje interferencije. Ovdje smo se poceli koristiti takozvanom
bra-ket notacijom koja dolazi od engleske rijeci “bracket” $to znaci zagrada, tako da svaki
ket-vektor |-) takoder ima svoji dualni bra-vektor (-| i obrnuto:

W) = alo) +BI1) <= (] =o"(0]+p" (1. ©)

Ako Zelimo izmjeriti koliko iznosi pojedini koeficijent |¢¢| ili |B]|, prvo na valnu funk-
ciju trebamo djelovati operatorom projekcije, tj. trebamo je projicirati na potprostor stanja
koje nas zanima. Operator projekcije P; moZemo vrlo lako konstruirati pomocu fenzors-
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kog produkta:
Pi= i) (il @)

Recimo da nas zanima projekcija na stanje |1) . Pripadni projektor bio bi:

Pi= =)o =(39): ®)

A mjerenje koeficijenta B bi onda odgovaralo:
wirv) = (@ ) (94 ) (G ) =t 8 () =er-0rpp=1pR ©

U gornjem redu prvo smo projektorom P; djelovali na ket-vektor |y) kako bismo ga pro-
jicirali na potprostor vektora |1) te smo ga zatim skalarno pomnozZili bra-vektorom { y|
te dobili, odnosno izmjerili |B|>.

Pogledajmo $to se dogada ako na projekcije spina |0) i |1) djelujemo operatorom

(b0,
o D)) o
az|1><(1) 81><?><?>1.|1>. (1)

Kao $to vidimo, operator o, ne mijenja stanja |0) i |1) kada djeluje na njih, veé ih samo
skalira za faktor 1, odnosno —1. Dakle, kazemo da su |0) i |1) svojstvena stanja ope-
ratora o, sa svojstvenim spinovima 1 i —1. Ekvivalentno moZemo reéi da su |0) i |1)
svojstveni vektori matrice ©, sa svojstvenim vrijednostima 11 —1.

Sto ¢ée se dogoditi ako operator o, djeluje na sljedeca stanja:

1 1 1 1 1 1
= s+ = o5 () 1= s =)= o= (1 )2 a2

Racunamo:
oi-(b 2500 %)
b=(3 ()

Vidimo da rezultat djelovanja operatora o, viSe nije skalar puta originalni vektor, nego da
operator o, rotira stanje |+) u |—), i obrnuto. Dakle, stanja |+) i |—) nisu svojstve-
na stanja operatora o,. Ono $to moZzemo pokazati je da su |+) i |—) svojstvena stanja

oversors = (© 1)
= (1 D) () -5() s
wi=(1 )51 (7) = () -om

Ovdje smo vektore |[+) i |—) zapisali preko ortonormirane baze koju ¢ine vektori |0) i
|1) . Takoder moZemo promijeniti bazu te napraviti obrnuto, tj. zapisati vektore [0) 1 |1)
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ubazi [+) i|-):
1 1
= %(|+> +1-)) ) = %(|+> —1=))

VaZno je zapamtiti da koju god bazu izabrali, promijenit ¢emo samo matri¢nu i vektorsku
reprezentaciju, no svojstvene vrijednosti ostat ¢e nepromijenjene.

10) (17)

0
matrica, koje su vrlo vazne u kvantnom racunarstvu. Kada Zelimo mjeriti spin, potrebno
je primijeniti vanjsko magnetsko polje, koje moZe biti u &, y i £ smjeru. Svaki od postava
i mjerenja odgovara matrici u matri¢noj reperezentaciji kvantne mehanike.

D 0 . L o
Ako dodamo joS i operator o, = ( ; , matrice Oy, Oy i 0; Cine skup Paulijevih

Ranije smo spomenuli da svaki vektor u ket-prostoru ima odgovarajuci vektor u bra-
prostoru, vidi izraz (6). Isto tako svaki oprator koji djeluje na vektor u ket-prostoru ima
i odgovarajudi operator koji djeluje na vektor u bra-prostoru:

Aly) =) = (y]AT = (y]. (18)
Ovdje je AT adjungirana matrica matrice A, koju dobivamo tako da matricu A transpo-
niramo i konjugiramo elemente matrice a;;:
T
At = (A", al, = a;. (19)
Ako dva puta ajdungiramo istu matricu, opet éemo dobiti pocetnu, tj. (AT)T = A. Posto-
ji posebna vrsta matrica koje su jednake svojoj adjungiranoj matrici, a zovemo ih samo-
adjungiranim ili hermitskim matricama:
At =4, al, = ay. (20)
Hermitske matrice su vazne u kvantnoj mehanici jer predstavljaju operatore koji imaju re-
alne svojstvene vrijednosti, tako da sve observable odgovaraju operatorima reprezentira-
nima hermitskim matricama.

Sljededi tip operatora koji ¢e nam biti vazan reprezentiran je unitarnom matricom. Uni-
tarna matrica ima svojstvo da ne mijenja skalarni produkt dva vektora koji su transformi-
rani istim unitarnim operatorom. Dakle, ne mijenja duljinu vektora, tj. normu stanja. Ovo
svojstvo je vrlo vazno u kvantnom raunarstvu jer se ¢uva norma vjerojatnosti stanja koja
je jednaka 1. Prema definiciji kaZemo da je matrica U unitarna ako je adjungirana matrica
U' jednaka inverznoj matrici U~':

vt =u". (21)

Ako gornji izraz pomnoZzimo ili slijeva ili zdesna unitarnom matricom U, dobivamo je-
dini¢nu matricu / koja nema nikakav efekt ako djeluje na neki vektor:

viu=1, vut =1. (22)
odnosno ako takvim operatorom djelujemo na stanja:
(FIUtUliy = (£I11i) = (FIi) - (23)

Vidimo da je skalarni produkt nepromijenjen ako je rotacijska matrica unitarna. Takoder,
ako imamo ortonormirani skup vektora baze, nakon transformacije unitarnom matricom
rotirani skup vektora baze ée i dalje biti ortonormiran. U kvantnom racunarstvu, kada radi-
mo operacije na qubitu, moramo osigurati da je matrica operacije unitarna. Napomenimo
jos da unitarna matrica sluZi za opis evolucije kvantnog stanja u vremenu.

Nesto ranije smo spomenuli da kada operator A djeluje na stanje |y) = o |0) +811),
koje nije svojstveno stanje operatora A, dobit ¢emo rotirano stanje |y’') = o’ [0) +5[1) ,
kao §to je prikazano na lijevoj slici 1. U tom slu¢aju stanje |y) je rotirano za neki kut 6
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suprotno od smjera kazaljke na satu. Vektori baze ostaju nepromijenjeni, a mijenjaju se
samo koeficijenti o i B u o i B’. Potpuno istu stvar dobivamo ako vektore baze |0)
i |1) rotiramo u smjeru kazaljke na satu za kut 6 u nove vektore baze |0’) i |1’), kao
$to je ilustrirano na desnoj slici 1. To éemo napraviti pomocu unitarne transformacije koja
je, naravno, reprezenirana unitarnom matricom U. Takav nacin promjene baze Cesto se
koristi u kvantnom racunarstvu.

1 1
) LI
1) = a/l0) + B'11) |/
0
/ 1¥)
) = alo) + 8I1)
0) et 10)

07"
Slika 1. OpCenito, operator A, koji djeluje na stanje |Wr), rotirat ée to stanje za neki kut 6
suprotno od smjera kazaljke na satu u rotirano stanje |y') (lijevo). Dobivamo potpuno isti

rezultat ako unitarnom transformacijom rotiramo vektore baze za taj isti kut 0 u smjeru
kazaljke na satu, tj. promijenimo bazu (desno).

Uz uvjet ortonormiranosti vazno je da je baza kompletna. Drugim rije¢ima, da vektori
baze razapinju cijeli postor koji nas zanima. Ortonormirana baza je kompletna ako vrijedi

n—1

Z i) (i] = I (24)

Ovdje je I jedini¢na matrica. Sami se moZete uvjeriti da vektori [0) i [1) te |+) i |—)
tvore baze koje su kompletne.

U matematic¢koj formulaciji kvantne mehanike stanja se nalaze u prostoru koji naziva-
mo Hilbertov prostor. Hilbertov prostor je potpuni linearni prostor s definiranim skalarnim
produktom te moZe imati konacan ili beskonacan broj dimenzija. Svaki par vektora |y)
i |y) iz tog prostora, te kompleksni broj a imaju sljededa svojstva:

(wilyr) =0, (25)

(avilyn) =a* (wilw) , (26)
(vilays) =a(vilya) , (27)
(wily2) = (v2lyn) ", (28)

(i +wlvs) = (wilys) + (walys) (29)

U naSem slu¢aju jedan qubit ima svojstvena stanja [0) i |1) koja ¢ine kompletnu ortnor-
miranu bazu dvodimenzionalnog Hilbertovog prostora, §to oznaéavamo s C2. Ako Zelimo
raditi s dva qubita, onda trebamo povecati dimenziju prostora i to ¢emo napraviti pomocéu
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tenzorskog produkta, C?> ® C? = C*:

10) 100)
)-8 (8] e
1) [11)

U zadnjem stupcu izraza (30) dobili smo cetiri nova vektora baze. Kako smo se ranije
odludili oznadavati stanje spin gore s |0) , a stanje spin dolje s |1) , uo€ite da novi vektori
baze sustava s 2 qubita odgovaraju binarnom zapisu brojeva od 0 do 3. Potpuno isto kao
1 kod klasi¢nih racunala. Kad bismo imali n-qubitova, pripadni Hilbertov prostor imao bi

2" dimenzija, C*', a vektori baze odgovarali bi binarnim brojevima od 0 do 2" — 1.

U klasi¢nom racunalu, klasicni registar ¢ini skup bitova u koje zapisujemo podatke u
binarnom obliku. Recimo, u 8-bitni registar ukupno moZemo upisati 256 brojeva u binar-
nom obliku, to su brojevi od 0 do 255. Npr. binarni broj (11110000) , odgovara broju 240
u dekadskom sustavu. Kvantni registar moZemo zamisliti kao grupirane qubitove, ali ne
nuzno kao memoriju u klasi¢nom racunalu, nego kao prirodno proSirenje koncepta klasi-
¢nog registra. U n-bitni klasicni registar pohranjuje se n-bitna informacija, dok se u n-
qubitni registar pohranjuje n-qubitna informacija. Kako klasi¢ni registar moZe pohraniti
samo jednu kombinaciju nula i jedinica, kvantni registar ¢e biti jednak klasicnom samo
u slucaju ako je u njemu pohranjen samo jedan od vektora baze. Opcenito u kvantni re-
gistar moZemo zapisati stanje koje odgovara superpoziciji svih vektora baze, tj. moZemo
istovremeno pohraniti sve kombinacije nula i jedinica istovremeno te istovremeno raditi
racune na svim brojevima od 0 do 2" — 1. To se naziva kvantna usporednost ili kvantni
paralelizam. Potrebno je napomenuti da iako kvantno racunalo dopusSta istovremeno poh-
ranjivanje 2" koeficijenata i izvodenje 2" operacija, rezultat je teSko ocitati zbog kolapsa
valne funkcije prilikom samo jednog mjerenja. U praksi kvantni algoritmi koriste interfe-
renciju izmedu stanja baze da bi se dobio Zeljeni rezultat.

Vratimo se na sluéaj s 2 qubita. Opéenito éemo sada stanje 2 qubita |y @) zapisati
kao superpoziciju, tj. linearnu kombinaciju vektora baze [00) , |01), [10) i |11):

W) o) = @ [00) +B[01) +v[10) +&]11) . (3D

Index (2) je oznaka da se radi o stanju 2 qubita. Isti smo rezultat mogli dobiti da smo
tenzorski pomnoZili dva opéenita stanja |y) (1) 1 |v2) (1) koja opisuju jedan qubit:

W) o) = lv1) 1y @ [w2) 1) = (a1 |0) + Bi[1)) @ (02 |0) + B2 1)). (32)

Ovakva stanja su neprepletena, odnosno zovu se separabilna ili produktna stanja. Posto-
je linearne kombinacije stanja 2 qubita u C* prostoru koje se ne mogu konstruirati kao
tenzorski produkt dva 1-qubita stanja iz C? prostora pa kaZemo da su prepletena, a zovu
se Bellova stanja. U C* Hilbertovom prostoru imamo ih detiri:

1
1 1 (o
|W+><z):—2(|00>+|11>):7§ o |
1
1
_ 1 1L [o
|w><2):—2(|00>*|11>):ﬁ o | (33)
~1
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) = 5(00) +]10)) =

-
\S)
—_—o o= = O

1 1
(00 = —(|01) —|10)) = —
[©7) o) ﬂ(l ) —[10)) 75| -1
0
Moguce je pokazati da Bellova stanja ostaju i dalje potpuno prepletena ako ih se rotira ili

ako promijenimo reprezentaciju baze. Primijetite da jednadZzba (31) predstavlja polupre-
pleteno stanje jer sadrZi primjese prepletenih stanja.

(34)

Da izbjegnemo zabunu, nadalje éemo s indeksom (n) oznacavati od koliko qubitova
se sastoji superpozicija |y) koju razmatramo, pa ¢emo stoga pisati |y) (n)-

Kvantna vrata i kvantni sklopovi

Najkrace receno, kvantno racunanje moZemo opisati kao seriju rotacija viSedimenzi-
onalnog vektora u viSedimenzionalnom prostoru, koji je tenzorski produkt prostora nizih
dimenzija. Na primjer, kod 5-bitnog kvantnog algoritma bitan nam je 32-dimenzionalni
vektor u C* prostoru koji, recimo, moZemo ostvariti grupiranjem spinova 5 elektrona.
Spin pojedinog elektrona opisan je 2D vektorom u C? Hilbertovom prostoru, a tenzors-
kim produktom dobivamo 32-dimenzionalni prostor C?@C?®@C?@C?*®@C? = c? =,
Na kraju rotacija napravimo mjerenje da dobijemo rezultat koji nas zanima, kako je i ilu-
striano na slici 2.

[D)y=>| U, |—>| Uy |[®®® —> U, _’RM\

I—U11<—U21000 «—|U! X

Slika 2. llustracija kvantnog racunanja. U i U ~U su unitarna kvanina vrata. U gornjem redu,
na kraju rotacija pocetnog stanja |yf) () n-qubitova napravimo mjerenje koje daje rezultat

kvantnog racunanja. U donjem redu, na konacno rotirano stanje, ali prije mjerenja, moZemo
djelovati odgovarajucim inverznim operatorima U~ i vratiti se do poetnog stanja [w) ()"
Jednom kad smo napravili mjerenje, takav povratak do pocentnog stanja vise nije moguc.

Kako su operatori U koji rotiraju vektor unitarni, uvijek postoji i inverzni operator
U~' = U'. To zna¢i da ako prije mjerenja na konacno rotirano stanje djelujemo inverz-
nom serijom operatora, vratit ¢emo se na stanje od kojeg smo poceli (slika 2). Ovo svoj-
stvo proizlazi iz zahtjeva da je u kvantnoj mehanici evolucija (rotacija) valne funkcije re-
verzibilna. Kvantna vrata su dakle vrata koja izvode unitarnu operaciju nad nekim vek-
torom, odnosno stanjem.

Kod klasi¢nih racunala i klasi¢nih logic¢kih vrata nemamo svojstvo reverzibilnosti, tj.
iz rezultata izlaza logic¢kih vrata ne moZemo rekonstruirati Sto je bilo na ulazu. Ako se
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sjetimo klasi¢nih logi¢kih OR-vrata (or = ili), jedino ako je na izlazu logi¢kih OR-vrata
rezultat 0, znamo da smo na ulazu imali (0,0). Medutim, ako je na izlazu logi¢kih OR-
vrata rezultat 1, nikako se iz toga ne moZe odrediti je li na ulazu bila kombinacija (0, 1),
(1,0) ili (1,1).

A. NOT- ili X-vrata

Prva kvantna vrata koja ¢emo pogledati se zovu NOT-vrata (not = ne) ili X-vrata zbog
razloga koji ¢ée vrlo brzo postati ocit. Definirana su na sljedeéi nacin:

Unor |0) = 1), Unor|1) =|0) . (35)

Primijetite da bismo isti rezultat dobili i u slu¢aju klasicnih NOT-vrata ako bismo stanja
baze tretirali kao klasi¢ne vrijednosti, §to je i u skladu s ¢injenicom da se kvantni registar
ponasa kao klasi¢ni registar ako je u njemu pohranjen samo jedan vektor baze. Matrica,
tj. operator kvantnih NOT-vrata dana je s

Unor = <? })) (36)

Vidimo da je Unor matrica jednaka Paulijevoj o, matrici pa odatle dolazi i naziv X-vrata.
Vektore baze mozemo zapisati kao [0) i |1) pa dobivamo

vorl) = (74 ) (o) =(1) =10
UN0T|1>=((1) g)(‘})=(;)=|o>. 37

Kada Unor djeluje na superpoziciju [y) ) = a|0) + 1), dobivamo

vorvi = (9 o) (5)=(5)=posam=wyy. o

Dakle, NOT-vrata moZemo shvatiti kao vrata koje zamijene koeficijente vektora baze (o
postaje 8 i obrnuto).

Pogledajmo sada Sto se dogada kada kvantna NOT-vrata djeluju na stanje s 2 qubita
W) o) = «[00) +B|01) +7v[10) +&[11) . Prvo moramo povecati dimenziju operatora

Unor koji je za jedan qubit djelovao na prostor C2, tako da za 2 qubita djeluje na prostor
C*, tj. trebamo napraviti tenzorski produkt:

0 1 0 1
UNOT2=UNOT@)UNOT:(1 O>®<1 0)
0 1
(Vo))
0 1 B
o(3 o)
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o= o =
- o O O
(= e}

—_— o = O
SO = O
OO O



Djelujemo s Unor, na |y) :

0 0 0 1 a o
0O 0 1 O
UWon WMo =109 1 o o 5 = 2; =y - (40)
1 0 0 O o) a
) ) X W)/)(z) LBS
= «|00) + 3|01) = 6|00) + ~|01)
+ v|10) 4 4]11) X + B]10) + @|11) MBS

Slika 3. Dijagram 2-qubitnih kvantnih NOT- ili X-vrata pomocu kvantnog sklopa. Imamo dvije
linije za 2 qubita, gdje donja linija predstavlja najznacajniji bit MBS.

Vidimo da je poredak koeficijenata obrnut. Kada Zelimo dizajnirati kvantni algoritam,
vazno je da znamo kakav rezultat dobivamo kad neka kvantna vrata djeluju na stanje po-
hranjeno u kvantnom registru.

Ovaj primjer moZemo prikazati i pomocu kvantnog sklopa (analogno logickim sklopo-
vima). Pri tome ¢emo se koristiti konvencijom da najmanje znacajan bit LBS (s krajnje
desne strane u binarnom zapisu) prikaZzemo u prvom retku, a najznacajniji bit MBS (s kraj-
nje lijeve strane u binarnom zapisu) u zadnjem retku, vidi sliku 3. Moguca je i obrnuta
konvencija. U dijagramu kvantnog sklopa evolucija stanja iz |y) ) u |y') (2) ide slijeva
na desno, a kada radimo preko zapisa s operatorima (recimo izraz (40)) evolucija stanja
iz (W) 5 u [y') ) ide zdesna na lijevo.

B. XOR- ili CNOT-vrata

Klasi¢na XOR (exclusive-or = iskljucivo-ili) logi¢ka vrata imaju 2 ulaza pa ¢e i kvant-
na verzija tih vrata biti vrata za 2 qubita. XOR-vrata nazivaju se jo§ i CNOT-vrata (con-
trolled-not = kontrolirana-ne), a definicija glasi

Uxor |ab> = |a,a€Bb) . 41)

lab) je vektor u C* prostoru, dok a i b mogu poprimiti vrijednosti 01 1. & je oznaka
za klasi¢nu XOR logic¢ku operaciju. XOR-vrata djeluju na vektore baze tako da prvu zna-
menku ne mijenjaju, a drugu znamenku promijene prema logic¢koj tablici XOR-vrata. Pri-
mijetite da smo desnu stranu izraza (41) mogli zapisati i kao |a,a @ b) = |a) Q@ |a ® b) .
Imamo:

Uxor |00> = |0,0@0> = |00> R Uxor |10> = |1, 1 @0> = |11> ,

Uxor |01) =10,08 1) =101) , Uxor |11) =|1,1® 1) = |10) .

Vidimo da operator Uxor zamijeni mjesta treceg i cetvrtog vektora baze, a ostale ne mi-
jenja. Isto tako, kada operator Uxor djeluje na stanje 2 qubita |y) @) zamijenit ¢e zadnji
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1 predzadnji koeficijent. U matricnom zapisu to je

1 0 0 O o a
10 1 0 0 Bl _|B
Uxor V)= | o o0 0 1 I
0 0 1 0 o y
= o/ |00) + B101) + 0 ]10) +y|11) :|u/’)(2). (43)
Ukoliko je vrijednost qubita a = 0, vrijednost qubita b se ne mijenja. Medutim, ako

je vrijednost qubita a = 1, dolazi do negacije qubita b (NOT-b). Odatle dolazi ime
“kontrolirana-ne” vrata. U izrazu a ® b prvi qubit naziva se kontrolni qubit, dok se drugi
qubit naziva ciljani qubit. Na slici 4 prikazan je kvantni sklop sa XOR-vratima za stanje
2 qubita.

19) 2) /M e LBS
— |00) + Blo1) — |00) + Blo1)
+ 7[10) +4]11) +4]10) ++[11) MBS

Slika 4. Dijagram kvantnog sklopa s XOR-vratima za stanje 2 qubita.

C. SWAP-vrata

Kvantna SWAP-vrata (swap = izmjena) mijenjaju poredak bitova u vektoru baze
Uswap |ab) = |ba) . (44)
U matri¢nom zapisu kada operator Uswap djeluje na stanje 2 qubita |y) @) zamijenit e

koeficijente drugog i tre¢eg vektora baze, a dijagram pripadnog kvantnog sklopa prikazan
je na slici 5.

W)(z) [4') @) LBS
= /00) + B|01) = /00) + v]01)
+ 710) +4|11) + B]10) +4[11) MBS

Slika 5. Dijagram kvantnog sklopa sa SWAP-vratima za stanje 2 qubita.

1 0 0 O o o
00 1 0|8
UswarlV)p =10 | 0 o ||y |~ Z%
000 1)\s s
= [00) +7[01) +B[10) +5[11) =[y’) 5. (45)

Zanimljivo je spomenuti da se SWAP-vrata mogu izvesti pomoci triju CNOT-vrata (sli-
ka 6), s time da je za prva i treca vrata kontrolni qubit prvi qubit (prva i trea matrica),
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a za druga vrata kontrolni qubit je drugi qubit (srednja matrica) [4].

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
U (o 1 0 o0 0 0 0 1 01 0 0
SWAP= o 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 01 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 1 0

01 0 0| (46)
0 0 0 1

9) (2) /T /T e LBS

= «|00) + B|01) = |00) + B|01)

+ |10) + §|11) + 0]10) + ~|11) MBS

€/

Slika 6. Izvedba kvantnih SWAP-vrata preko triju CNOT-vrata te odgovarajuci dijagram
kvantnog sklopa za stanje 2 qubita.

D. Vrata faznog pomaka, Z-vrata i kontrolirana vrata faznog pomaka

Vrata faznog pomaka (fazna ili P-vrata) su kvantna vrata za jedan qubit koja pomicu
relativnu fazu izmedu dva vektora baze. Definicija je:

Ups0) = 10), Ups, 1) =€ 1) . (47)

ovdje je ¢ faza, a e zovemo fazni faktor. Vrata faznog pomaka nemaju nikakav utjecaj
na vektor baze |0), dok kod vektora baze |1) dobivamo dodatni faktor ¢’ koji mnoZzi
vektor [1) . OpCenito, kada ta vrata djeluju na stanje jednog qubita |y) ;) = o [0) +5 1),
imamo

iso W= (o oo ) ()= (o) =00 + B =Iu) . a9

U pocetnom vektoru |y) koeficijenti o i B su opéenito kompleksni brojevi, koji se mogu
zapisati kao umnoZak apsolutne vrijednosti i faznog faktora. Dakle, @ = ||e’® i B =
|Ble® . Ovdje su |a| i |B| apsolutne vrijednosti kompleksnih brojeva, 0; i 6, su faze pa
je 61 — 6, je razlika faza. Vrata faznog pomaka ne mijenjaju fazu od o dok se faza od 3
promijeni za ¢ + 6, pa e se i relativna faza promijeniti za ¢. Ovo objasnjava zasto ima
smisla da se fazni pomak primjenjuje samo na drugi vektor baze. Ako bi se primjenio na
oba vektora baze, ne bi doslo do faznog pomaka.

Primijetite da je za fazni pomak ¢ = 7 matrica Upsy— jednaka Paulijevoj o, mat-
rici. Stoga Ups y— zovemo Z-vrata. Ova vrata imaju specijalno svojstvo da kada djeluju
na |+) /|—) bazu, ponasaju se kao NOT-vrata za tu bazu. Dakle, operator Ups ¢—r pro-
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mijenit ée |+) u |—) i obrnuto
1 1
Ups g |+) = UPsA,q):nﬁ(l(D +1)) = ﬁ(l()) - =1 (49)

Vidjeli smo da su Z-vrata zapravo NOT-vrata ako smo u bazi |[+) /|—) . Stoga moZzemo
pretpostaviti da postoje “kontrolirana-Z-vrata” koja se ponaSaju kao CNOT-vrata u bazi
|[+) /|—) pa za 2 qubita definiramo

Ucps. |ab) = &) |ab) . (50)
a i b su prvi i drugi qubit baze, dok (a-b) oznaCavaju klasi¢na logi¢ka AND-vrata (and
= 1), Sto znaci da su jednaka 1 samo ako sui a i b jednaki 1:
Ucps ¢ [00) = ¢ @09100) =[00) ,  Ucpsy [10) =€ 0?]10) = [10)
Ucps|01) =€ OV2101) = [01),  Ucpsy|11) =D [11) = ¢ [11) .
(51
Vidimo da samo vektor |11) dobiva dodatnu fazu. Ako je prvi qubit 0 (]00) ili |01) ),
nema utjecaja na drugi qubit. Medutim, ako je prvi qubit 1, primjenjuje se fazni pomak na
drugi qubit, i to samo ako je i drugi qubit jednak 1. Drugim rije¢ima, prvi qubit se ponasa
kao kontrolni qubit, a drugi kako ciljani qubit. Odatle i naziv kontrolirana vrata faznog
pomaka.

Kada operator kontroliranog faznog pomaka Ucps¢ djeluje na stanje 2 qubita |y) 2>
dobit éemo fazni pomak samo kod vektora baze |11)

1 0 0 O o o
0O 1 0 O B B
UCPS,¢ |W> (2) — 0o 0 1 0 y = ¥
0 0 0 ¢ 1) s
= [00) + B01) +7[10) +€®5[11) = |y) ). (52)

Dijagrami sklopova za operatore faznog pomaka koje smo ovdje spominjali dani su na slici

1) 1) = @|0) + B|1) Ps, [9") qy = al0) + e*B]1)
) 1) = @|0) + B|1) 7 [%') 1) = al0) — BI1)
¥) ) Ps, ¥ 2 LBS

+ ~[10) + 8]11) + 7[10) 4+ €*6]11) MBS

= ]00) + B|01) l = 0/00) + |01)

Slika 7. Sklopovi s vratima faznog pomaka. Od vrha prema dolje redom imamo P-vrata za jedan
qubit, Z-vrata te kontrolirana vrata faznog pomaka za stanje 2 qubita.
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E. Toffoli ili CCNOT-vrata, Walsh-Hadamard vrata

Toffoli vrata su vrata za 3 qubita, a zovemo ih jo§ i “kontrolirana-kontrolirana-NOT”
vrata (CCNOT). Sli¢no kao §to CNOT-vrata djeluju na vektor baze C* prostora i daju ne-
gaciju drugog qubita ako je prvi qubit jednak 1, tako i CCNOT-vrata daju negaciju treceg
qubita ako su u vektoru baze C® prostora prva dva qubita jednaka 1. Definicija

Tlabc) =Tla) ®|b) ®|c) =|a,b,(a-b)Dc) . (53)
T je oznaka za Toffoli vrata, |abc) je vektor baze 3 qubitau C® prostoru, a,b i ¢ mogu
poprimiti vrijednosti 0 i 1. Nakon djelovanja Toffoli vrata prva dva qubita su nepromije-

njena. (a - b) je oznaka za klasi¢nu logi¢ku AND-operaciju, a @ je oznaka za klasi¢nu
XOR-operaciju pa imamo:

71000) = [0,0,(0-0)&0) =[000) ,  T[100) = |1,0,(1-0) & 0) = |100) ,
71001) =[0,0,(0-0)& 1) =[001) ,  T|101) = |1,0,(1-0)& 1) = [101) ,
T1010) =10,1,(0-1)®0) =|010) ,  T[110) = |1,1,(1-1)@0) =111} ,
TI011) =[0,1,(0- 1)@ 1) =[011),  T|111) =|1,1,(1-1)& 1) =|110) -

Kada Toffoli vrata djeluju na stanje 3 qubita |y) ;) = «[000) + B[001) +y|010) +

61011) +€]100) + ¢ |101) + n|110) + 6]111) , dobivamo:

1 0 0 0O 00 0 O o o

01 00 00 0 O B B

001 0000 O ¥ ¥

Ty ) = 0 0 0 1 0 0 0 O 0 _ 10

@) 0o 0 0 0 1 0 0 O € €

0000 O0T1 0 0 ¢ ¢

0o 0 0 0 0 0 0 1 n 0

o 0 0 0 0 0 1 O 0 n

= «]|000) 4+ B|001) + v |010) 4+ & |011) + €|100) + £|101) + O |110) +n|111)

=y - (55)

Vidimo da su dva zadnja koeficijenta baze zamijenila mjesto. Slika 8 prikazuje dijagram
kvantnog sklopa s Toffoli vratima za stanje 3 qubita, gdje se dva najznacajnija qubita po-
nasaju kao kontrolni qubitovi.

9) 3) /TN ¥ LBS
— «J000) + 8J001) = ajo00) + Bloo1)
+ 7/010) + 6[011) o " ~/010) + §/011)
+ €|100) + ¢|101) + €|100) + ¢|101)
+ n|110) + ]111) ° + 6[110) +7[111) MBS

Slika 8. Sklop s Toffoli vratima, gdje zadnja dva koeficijenta zamijene mjesta.
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Toffoli vrata imaju specijalno svojstvo da se ponaSaju kao univerzalna vrata klasi¢ne
logike. Na primjer, Toffoli vrata ponaSaju se kao klasi¢na AND-vrata kada je tre¢i qubit
jednak O pa onda prva dva qubita moZemo shvatiti kao ulaz, a treci kao izlaz klasi¢nih
logickih AND-vrata:

T |ab0) = |a,b,(a-b) ®0) = |a,b,a-b) . (56)
Sli¢no, ako su prva dva qubita jednaka 1 i shvatimo ih kao ulazne qubitove, Toffoli vrata
ponasaju se kao klasi¢na logicka NOT-vrata za treci izlazni qubit jer vrijedi 1 B c = ¢:

T|llc) =|1,1,(1-1)®c) =|1,1,1®c) =|1,1,¢) . (57)
Kako se bilo koja klasi¢na logika moZe implementirati kombinacijom AND- i NOT-vrata,
slijedi da su Toffoli vrata univerzalna vrata za klasi¢nu logiku.

Primijetite da ako u kvantni registar spremimo samo jedan vektor baze, onda se ovdje
spomenuta kvantna vrata ponasaju analogno klasi¢nim logi¢kim vratima. Medutim, pos-
toje 1 kvantna vrata koja nemaju klasi¢ni analogon. Ovdje ¢emo ukratko spomenuti samo
jedna takva vrata, Walsh-Hadamardova vrata. Ta vrata se obi¢no koriste kao pocetna vra-
ta mnogih kvantnih algoritama. Prvo se u kvantni registar n-qubita pohranjuje nul-vektor
baze [0) ) =[00---0) (imamo n nula). Nakon Sto Walsh-Hadamardova vrata djeluju
na nul-vektor baze, dobit ¢emo superpoziciju svih vektora baze s jednakim koeficijentima.
Stoga ta vrata sluZe za inicializaciju kvantnog registra:

1
NeT
+---+|11--.10>+|11---11>)

:\/%(m)+|1>+|2>+|3>+--~+|2"—2>+|2"—1>)

e
:@ZOW' (58)

Vidimo da smo pomocéu Walsh-Hadamardovih vrata u kvantni registar pohranili sve broje-
ve od 0do 2"—1, 1 to s jednakom amplitudom (svi imaju jednake koeficijente). Racunanje
na kvantnom racunalu bilo bi zatim djelovanje kombinacije razli¢itih kvantnih vrata (uni-
tarnih operatora) na tako inicijalizirano stanje, sve dok se ne dode do valne funkcije ¢ije
koeficijente Zelimo ocitati mjerenjem.

H®"[0) ) = (|00~.00> 4100---01) +]00---10) +[00---11)

Zakljucak

Samu ideju koja stoji iza kvantnog racunanja, a proizlazi iz zakona kvantne mehani-
ke, vrlo je lako razumijeti uz poznavanje osnova linearne algebre, §to smo i pokusali do-
¢arati ovim ¢lankom. Za produbljivanje znanja preporuc¢ujemo udzbenik Introduction to
Quantum Computing autora H. Y. Wong-a [2] koji pokriva i sloZenije teme iz kvantnog
rac¢unarstva.

Prednost kvantnih racunala u odnosu na klasi¢na proizlazi iz ¢injenice da je kvantni al-
goritam skup kvantnih vrata koja su unitarna pa ako na odredeno stanje u nekoj fazi kvant-
nog algoritma djelujemo inverznim operatorima, moZemo se vratiti u inicijalno stanje, Sto
kod klasi¢nih logi¢kih vrata ne moZemo. Isto tako, u n-qubitni kvantni registar moZemo
pohraniti sve brojeve od 0 do 2" — 1 te istovremeno vr$iti operacije na svim brojevima,
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dok kod klasi¢nog registra moZemo istovremeno pohraniti samo jedan broj. Mane leze u
¢injenici da je joS uvijek tehnicki nemogude napraviti kvantna racunala s velikim brojem
n-qubitova koja ¢e dugotrajno odrZavati superpoziciju tijekom izvodenja kvantnog algo-
ritma. lako danas postoje kvantna racunala s preko 1000 qubitova, veliki dio qubitova se
mora rezervirati za korekciju greSaka pa trenutno uistinu nema neke velike koristi od tak-
vih uredaja. Stoga danas velik dio istrazivanja u podrucju kvantnog raCunarstva otpada na
rjeSavanje razlicitih tehnickih problema. Sto ¢e buducénost donijeti — vidjet ¢emo.
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