Najtezi lagani geometrijski problem
Aleksandar Hatzivelkos'

Uvod

Pocetkom 20. stoljeca, britanski matematicar Edward Mann Langley objavio je u ¢aso-
pisu The Mathematical Gazette ¢lanak o geometrijskom problemu koji i danas, sto godina
kasnije, privlaci paznju [1, 2, 5]. Rije¢ je o problemu u kojemu je potrebno odrediti kut
a u konstrukciji koja je prikazana na slici 1.
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Slika 1. Prikaz Langleyevog problema

Prikazan je jednakokracan trokut u kojemu je stranica BC baza, a stranice AC i AB
krakovi, te kojemu su kutovi uz bazu jednaki 80°. Unutar trokuta oznacene su dvije du-
7ine, BE i CF, takve da tocka E leZi na stranici AC, a to¢ka F na stranici AB. Pri tome
je kut ECF jednak 30°, a kut EBF 20°. Zadatak je odrediti kut BEF koji je na slici 1
oznacen s .

Specifi¢nost zadatka je u tome Sto je u postupku rjeSavanja potrebno koristiti samo ele-
mentarne geometrijske identitete i svojstva, koje upoznajemo jo§ u osnovnoj skoli: da je
zbroj kutova u trokutu jednak 180° i da su u jednakokra¢nom trokutu kutovi nasuprot kra-
kova jednaki. Upravo zbog tog zahtjeva o koriStenju “lagane geometrije”, problem je cesto
nazivan i najteZim laganim geometrijskim problemom [4, 6].

U proteklih sto godina formulirano je Cetrdesetak razlicitih rjeSenja, koja na razlicite
nacine tumace uputu o upotrebi elementarnih geometrijskih identiteta i svojstava [5, 7].
U nekim rjeSenjima koriste se, primjerice, svojstva teZiSnica, visina, simetrala kutova i
stranica (u jednakokrac¢nim i jednakostrani¢nim trokutima), ili pak teorem o sredi$njem i
obodnom kutu. Trigonometrija nam takoder daje direktno rjeSenje za raCunanje traZzenog
kuta (za detaljniji izvod vidi [7]):

2 cos 10° - cos(10° — 50°)
$in 50° - (cos 20° + cos 120°)

No mi ¢emo ovdje pro¢i kroz rjeSenje koje koristi iskljuc¢ivo elementarna svojstva kuto-
va u trokutu: zbroj kutova u trokutu je 180°, u jednakokraénom trokutu kutovi nasuprot
krakova su jednaki te u jednakostrani¢nom trokutu svaki kut iznosi 60°.

ctgo = —tg(10° + 60°) = a = 30°.
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RjeSenje Langleyevog problema

Postupak provodimo kreiranjem niza novih duZina i trokuta, koji nas u konacnici vodi
do (zadanom trokutu upisanog) trokuta iz kojega moZemo odrediti veli¢inu kuta o . Prvi
u nizu potrebnih trokuta formiramo dijeljenjem kuta CBE pomodu nove duZine BG na
dva kuta: dio uz bazu BC (kut CBG) iznosi 20°, dok ostatak kuta (kut GBE) iznosi
40°, kao §to je prikazano na slici 2.
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Slika 2. Formiranje duZine BG

Promotrimo sada trokut BCG. Kako je zbroj kutova u trokutu jednak 180°, oznade-
ni kut uz vth G (kut CGB) jednak je 80°. No tada je trokut BCG jednakokraCan, te su
duZine BC i BG jednake duljine, kao $to je prikazano na slici 3.
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Slika 3. Analiza trokuta BCG
Promotrimo sada trokut BGE, koji je prikazan na slici 4.
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Slika 4. Elementi trokuta BGE

Kako je kut u trokutu uz vrh G (kut BGE) sukut kuta BGC, taj je kut jednak 100°.
Odavde slijedi da je treci kut u oznacenom trokutu, kut uz vrh E (kut GEB) jednak 40°.
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Buduéi je i kut uz vrh B (kut GBE) jednak 40°, zaklju¢ujemo da se radi o jednakokra-
¢nom trokutu, kojemu su krakovi stranice GB i GE. Jednakost duljina stranica CB, GB
i GE oznacena je na slici 5.
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Slika 5. Analiza trokuta BGE

Sljededi korak nam je analizirati trokut BCF, koji je prikazan na slici 6.
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Slika 6. Elementi trokuta BCF

Istaknuti kut uz vrh F (kut BFC) jednak je 50°, Sto slijedi iz Cinjenice da je zbroj ku-
tova u trokutu jednak 180°. Time smo opet dosli do jednakokra¢nog trokuta, jer su kutovi
uz vthove C i F jednaki. To znaci da su duzine BC i BF jednake duljine, isto kao i prije
navedene duzine BG i GE. Jednakost tih duljina oznadena je na slici 7.
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Slika 7. Analiza trokuta BCF

Fokus ¢emo sada preseliti na trokut BGF', koji je prikazan na slici 8. Pri tome smo
oznacili novu bitnu duZinu FG.
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Slika 8. Elementi trokuta BGF

U ovom slu¢aju imamo trokut kojemu su dvije stranice, duZine BG i BF, jednake, te je
kut izmedu njih jednak 60°. No tada su jednaki i nasuprotni kutovi uz vrhove F (kut BFG)
i G (kut BGF), te je njihov zbroj jednak 120°. To, naravno, zna¢i da su sva tri kuta jednaka
60°, pa su i sve tri stranice jednake duljine. Dakle, duZina GF ima jednaku duljinu kao
i prethodno oznacene BC, BG, GE i BF. Taj je rezultat oznacen na slici 9.
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Slika 9. Analiza trokuta BGF

Konaéno, kako bi odredili traZeni kut o, promotrimo trokut EFG koji je prikazan na
slici 10.
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Slika 10. Analiza trokuta EFG

Iz prethodne analize su duZine GE i GF jednake duljine, to zna¢i da je trokut jed-
nakokracan, odnosno da su kutovi uz vrth E (kut FEG) i uz vth F (kut EFG) jednaki.
Dakle, oba navedena kuta su jednaka 40°+o. Kako je zbroj kutova u trokutu jednak 180°,
slijedi

(40° + a) + (40° 4+ ) + 40° = 180°.

Rjesavanjem ove jednadZbe dobivamo da je traZeni kut o jednak 30°.
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Zakljucak

Iako se radi o problemu starom viSe od sto godina, Langleyev problem zorno pokazuje
kako se koriStenjem samo elementarnih svojstava trokuta, mogu kreirati i rjeSavati inte-
lektualno izazovni zadatci. Aktualnost navedenog problema dokazuje i odgovarajuca lite-
ratura u kojoj se i danas, stolje¢e nakon originalne objave, pronalaze njegova nova rjese-
nja kao i njegovih generalizacija [2, 5]. Problem se isto tako koristi i kao pokazni slucaj u
tekstovima orijentiranim na nacine poucavanja i izgradnje strategije rjeSavanja zadatka u
[1]. Vjerujemo da i ovaj prilog moZe doprinijeti otvaranju vidika kod novih generalizacija
i nacinu traZenja rjeSenja “izvan kutije”.
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