ZADATCI | RUESENJA

Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo upo-
zorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog bro-
ja je 31. svibnja 2026. Rjesenja (i imena rjeSa-
vatelja) bit ¢e objavljena u br. 1/305.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 216.

A) Zadatci iz matematike I

4071. Nadi sva rjeSenja jednadzbe
(x—7)* = |x— 17| = 30.

4072. Za pozitivne brojeve a, b, ¢ i priro-
dan broj n dokaZi nejednakost

a+b" +c"

a+2b\" b+2c\" c+2a\"
> [ — .

4073. Dokazi da za pozitivne brojeve a, b,
x, y vrijedi nejednakost
&b

x y

(a+b)*
T A4x+y)
4074. Ako je |x| najveée cijelo broja x € R,
a {x} =x— |x] njegov razlomljeni dio, rijesi
sustav jednadzbi:
x+ ] +{z} =39
y+ lz) +{x} =35
2+ x) +{v} =2
4075. Nadi sva realna rjeSenja sustava jed-

nadzbi

3
x+2y—z=-

[ee]

log, v+ 5log,x —4z =4
3log,y —log,x +4z =6.

4076. Za x > 1 dokaZi nejednakost

x>V — T4/ x(vx = 1).

4077. Ako su a, b, c duljine stranica troku-
tai a kut nasuprot stranice a dokazi da je

2

a bsina csina
bsina 1 cos o =0.
csinot cos o 1

4078. Na stranicama AB i BC trokuta ABC
dane su tocke K i P takve da je

AK| _ 1 |CP| _
|BK| 2 |BP|

Pravci AP i CK sijeku se u tocki E. Odredi
povrsinu trokuta ABC ako je povrSina trokuta
BEC jednaka 4 cm?.

2.

4079. U trokutu ABC su CD, DE, DF si-
metrale kutova JACB, JADC, {BDC, tim re-
dom. Ako je |CE| =e i |CF|=f, dokazi

1 1 1

1
e

4080. Dana je tocka M unutar trokuta ABC
sa stranicama a, b, ¢ takva da se iz nje svaka
stranica vidi pod jednakim kutem. Odredi |[AM |+
[BM| + |CM]|.

4081. Nad stranicama pravokutnog trokuta,
¢ije katete su a i b, konstruirani su kvadrati.
Susjedni slobodni vrhovi tih kvadrata spojeni su
duzinama. Kolika je povrSina dobivenog Seste-
rokuta?

4082. a) Dokazi da za sve @, B € [0,7)

2
vrijedi

tgochBStgochth.
2 2
. T o
byZaneNia,... o€ [0,5) dokai
da vrijedi

o+ ...+ 0o <tg061+...+tg06n
n - n ’

tg

4083. Treba razmjestiti m musSkaraca i n >
m Zena oko okruglog stola s m + n stolica ta-
ko da nikoja dva muskarca ne sjede jedan pored
drugog. Na koliko nacina se to moze napraviti?

4084. Francuski matemati¢ar Fermat doka-
zao je da ako je n prost broj tada on dijeli 2" —
2. Ako je n =341 dokazi da n dijeli 2" —2.



B) Zadatci iz fizike I

0S - 562. Tijekom brzog punjenja baterija
elektriénog automobila se zagrijava, ali i gubi
toplinu u okolinu. Brzo punjenje traje 25 min i
pri tome se baterija ugrije s 20 °C na 32°C.
Masa baterije je 400 kg i napravljena je od ma-
terijala kojem je specifi¢ni toplinski kapacitet
900 J/kgK. Tijekom punjenja ona stalno gubi
toplinu u okolinu prosjecnom snagom 800 W.
Izracunaj ukupnu koli¢inu topline koja je nasta-

0S - 563. Ucenici su na klupu visine 1 m
stavili drveni kvadar mase 1 kg. Kvadar je po-
mocu nerastezljive niti zanemarive mase pove-
zan s koloturom na kojoj je uteg mase M. Ko-
lika treba biti masa tog utega da bi on do poda
padao tocno jednu sekundu? Koeficijent trenja
izmedu kvadra i stola je 0.3, a trenje na kolotu-
ru je zanemarivo.

0S - 564. Bungee jumping skaka¢ skae s
mosta visokog 30 m. UZe mu je dugatko 20 m
i kad se zaustavi nakon skoka od povrSine vode
je udaljen 6 m. Masa skakaca je 80 kg. Kolika
je konstanta elasti¢nosti njegovog uzeta?

0S - 565. Elektri¢ni automobili su pozna-
ti po tome da mogu brzo ubrzavati. Na slici je
v-t graf gibanja elektricnog automobila mase
1600 kg na testnoj stazi. [zracunajte snagu auto-
mobila dok je ubrzavao i duljinu testne staze.

v-t graf gibanja elektricnog automobila

20

brzina (m/s)

o 5 15 20
vrijeme (s)
1889. Moment inercije pune homogene ku-

gle mase 1 kg jednak je 1073 kg m? (oko osi
koja prolazi njezinim centrom mase). Koliki je

moment inercije Suplje kugle od istoga materi-
jala (i oko iste osi), unutarnjeg polumjera 4 cm
i vanjskoga polumjera 6 cm?

1890. Nuklearni fizicar Zeli pripremiti ¢im
CiS¢i uzorak radioaktivnog izotopa joda 131,
Medutim, u uzorku se potkrala grimjesa stabil-
nog izotopa 1271, Nestabilni 3'T raspada se
B -raspadom u izotop Bl xe plemenitog plina
ksenona, koji po nastanku ispari iz uzorka. U
pocetnom trenutku u uzorku se nalazi 10" ato-
ma joda, a nestabilni izotop ¢ini 99 % tog bro-
ja. Nakon nekog vremena, zbog raspada B3I
bijega BlXe, broj atoma u uzorku se smanji,
a udio nestabilnog izotopa smanji se na 98 %.
Koliki je ukupan broj atoma joda u uzorku u tom
trenutku?

1891. Ako je Sunce savrSeno crno tijelo ¢iji
je spektralni maksimum zracenja pri valnoj du-
ljini od 500 nm, nakon koliko vremena izraci
energijski ekvivalent mase Zemlje? Masa Zem-
lje je 5.97 - 10% kg, a polumjer Sunca 6.96 -
10° m.

1892. Voda tece brzinom 10 m/s u zatvore-
noj gumenoj cijevi savinutoj u kruznicu. Prom-
jer cijevi je 5 cm i puno je manji od polumjera
kruznice koju zatvara Citava cijev. Kolika je si-
la napetosti cijevi? Koliko mora porasti brzina
vode da bi se sila napetosti udvostrucila? Gus-
toca vode je 1000 kg/m>.

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

1893. Foton valne duljine A; raspriuje se
pod kutom od 60° na slobodnome elektronu u
gibanju. Nakon rasprSenja elektron ostaje miro-
vati, a foton ima valnu duljinu Ag. Zatim se ras-
prSuje na drugom, mirujuéem elektronu, ponov-
no pod kutom od 60°. Kona¢na valna duljina
fotona sada je Ay = 125 pm. IzraCunaj po-
¢etnu de Broglievu valnu duljinu prvog elektro-
na, koji se sudario s pocetnim fotonom. Koris-
ti h = 6.6-107>* Js za Planckovu konstan-
tu, me = 9.1 - 10~3! kg za masu elektrona i
c=3-10 m/s za brzinu svjetlosti. (Potreban
je relativisticki racun.)

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

1894. Zraka svjetlosti upada na prozirnu ku-
glu indeksa loma n, reflektira se unutar kugle te

zatim izlazi iz nje. Ako je o kut upadne zrake
s obzirom na okomicu kugle u tocki upada, pod
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kojim ¢e uvjetom izlazna zraka biti paralelna s
upadnom?

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

1895. Okomito na vertikalnu osovinu ucvrs-
¢ena je Sipka koja moZe rotirati u horizontalnoj
ravnini. Duz jednog kraka Sipke, na udaljenosti
1 m od osovine, uc¢vriéeno je tijelo mase 1 kg.
Na kojoj udaljenosti duz drugog kraka Sipke tre-
ba pricvrstiti tijelo mase 5 kg da pri okretanju
Sipke na osovinu ne bi djelovala horizontalna si-
la?

C) Rjesenja iz matematike I

4043. Odredi ostatak pri dijeljenju broja
20
2851°%" projem 14.
Rjesenje. Ocito je
20
2851°%" = 1 (mod 2). (1)
Dalje je:
20 20
28519047 = (407 - 7 + 2)%%
= 6047 (mod 7).
Sada gledamo eksponent:
6047 = (600 + 4)*° = 4% (mod 6)
4 =34+ 1)* =1 (mod 3)

()

4% =0 (mod 2).
Opdenito ako je
x =1 (mod 3), x =0 (mod 2),
vidimo da je xp = 4 jedno rjeSenje kongru-
encije pa po Kineskom teoremu o ostatcima je

x = 4 (mod 6), odnosno 4°° = 4 (mod 6).
Mali Fermatov teorem kaZe:

2°=1(mod7) = 2% =1 (mod 7), n€N.
Iz (%):

20

20047 = 204 = 2% (1mod 7) =2 (mod 7).
2
Iz (1) i (2), ponovno po Kineskom teoremu o
ostatcima je
20
28519 =9 (mod 14),

jer je xop =9 jedno rjeSenje kongruencije

x=1 (mod 2), x =2 (mod 7).

Ur.

4044. Nadi sva rjeSenja jednadzbe
[4x — |x — 2| + 3| = 16.
Rjesenje. Imamo
dx+3—|x—2| =16,
4x+3 — |x—2| = —16.

Sada je
4x —13=x—-2
4x—13=2—x
4x+19=x-2
4x+19=2—x
odakle je
x1:13—1, X2 =3, x3=-7, X4=715—7.
UvrStavanjem u polaznu jednadZzbu dobivamo
4-%— %—2 +3‘:16
[4-3—-13-2|+3|=14#16
|—4-7T—|=7-=2|+3|=14#16
—15—7~4— —15—7—2’—#-1‘:164
Postoje dva rjeSenja
11 17
=, M=o
Ur.

4045. Za svaki pozitivan cijeli broj n s g(n)
Je oznacen broj uredenih parova (x,y) pozitiv-
nih cijelih brojeva takvih da je
11 1

X 'y n
Odredi g(20) i g(2000).

Rjesenje. Jednadzbu

1,1_1
x y 20
mozemo zapisati kao
20(x +y) = xy

xy — 20x — 20y + 400 = 400
(x —20)(y — 20) = 400.
Dakle, x — 20, y — 20 su djelitelji od 400 =
2*.52 Broj djelitelja od 400 jednak je 5-3 =
15. Bududi da promatramo uredene parove, njih
ima 2 - 15, tj. g(20) = 30.



Sli¢no je
1 1 1
* Ty T 2000
(x — 2000) (y — 2000) = 2000°.
Dakle, x — 2000 i y — 2000 su djelitelji od
2000% = 28.5° . Broj djelitelja od 2000” jednak
je 9.7 = 63. Bududi da promatramo uredene
parove, njih ima 2 - 63 = 126, tj. g(2000) =
126.

Ur.
4046. Ako su x,y, z realni brojevi takvi da
je X+ + 22 £0, dokati da je
2xyz — (x+y+72)
Byt
2
Jednako 3 ako i samo ako je x +y+z=0.

Rjesenje. Ako je x4+ y+z =0 tada je
¥ +y3 +7 - 3xyz
=@ty +2)0°+y 7 —xy—yz— )
=0 (D
pa vrijedi dana jednakost.

Obratno, ako je
2yz—(x+y+z) 2
“Sigid 3
tada je
6ryz = 3(x+y+2) =20+ +2)
i
203 +y’ +2 —302) +3(x +y+2) =0,
a iz (1) dalje imamo
(o +2) =) + 0=+ k=2 +3] = 0.
Kako je drugi faktor pozitivan mora biti x+y-+
z=0.

Ur.
4047. U skupu realnih brojeva rijesi sustav
Jjednadzbi
1 1
X = E <X2 + g)
1 1
X = E <X3 + E)
1 1
X3 = 5 <X4 + )6_4)
1 1
X4 = 5 (xl + x—]) .

Prvo rjesenje. Ako je x| pozitivan, tada su i
X2, x3, x4 takoder pozitivni brojevi. Isto vrijedi
ako je x; negativan broj.

1° x; >0 = x3, x3, x4 > 0. Tada je po
A-G nejednakosti:

1 1\ 1
- —)>-.2=1,
xl 2<x2+x2> 2

i analogno x3, x3, x4 > 1. Pretpostavimo da je
x1 > 1. Iz Cetvrte jednadzbe sustava je x4 > 1,
potom je sli¢no x>, x3 > 1. Tako je x| +x +
X3 + x4 > 4. Medutim, zbrajanjem jednadzbi
sustava je

1 1 1 1
X1+x+txat+xy=—+_—-+—-+—.
X X2 X3 X4
1
Zbog xi > 1 = — <1 je
Xi

1 1 1 1
4<x1+0+x3+x=—+—+—+— <4
X1 X2 X3 x4

Kako to nije moguée mora biti

x1=1 = x»p=x3=x=1.

2° x; <0 = x5, x3, x4 < 0. Uz supstitu-
cijuyi=—x; >0, i=1, 2,3, 4 ovaj se slucaj
svodi na 1° i jedino rjesenje je
YI=Y2=Y3=)4
= —X] = —X) = —X3 = —X4 = 1.

Dakle, ukupno imamo dva realna rjeSenja sus-
tava:

(x1,x2,x3,%4) € {(—-1,—1,—1,-1),(1, 1,1, 1) }.
Drugo rjesenje. 1z zadanog sustava je
2x1xp = x% + 1
2x0x3 = x% + 1
2x3X4 = xﬁ +1
2x1x4 = x% +1
B -2 +1=0
x§—2x2x3+1:0
X3 — 205 +1=0
¥ =2+ 1=0
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x% — 2x1x3 + 2x2x3 —x% =0
— 2x0x3 + 2x3%4 — x?; =0
xﬁ — 2x3x4 + 2x1X4 — x% =0

— 2x1x4 + 2x1x0 — X% =0

— 2xpx3 + 2x1xp — X% =0
xﬁ — 2x3x4 + 2xpXx3 — x% =0
— 2x1Xx4 + 2x3x4 — XAZ; =0

x% — 2x1x0 + 2x1X%4 — x% =0

Sada svaku jednadZbu ovog sustava gledamo kao
kvadratnu jednadZbu po nepoznanicama x3, x4,
x1 1 xp. Kako trazimo realna rjeSenja diskrimi-

nanta svake jednadZbe mora biti nenegativna. Re-

dom imamo:

Dy = 4x3 — 4(2x1x2 — x3) = 8x2(x2 — x1) = 0
Dy = 4x3 — 4(2x00x3 — 3) = 8x3(x3 — x2) = 0
D3 = 4x5 — 4(2v3xs — x3) = 8x(xs — x3) = 0
Dy = 4x7 — 4(2x1x4 — x7) = 8x1(x1 — x4) > 0.

Vidimo da su x1, x3, x3 1 x4 istog predznaka.
Ako su pozitivni, tada je:

xp —x1 20,
x4 —x320, x1—x420

= X4 ZX3ZX) ZX| 2 X4

= X| = X2 = X3 = X4.

Ako su xj, x2, x3 1 x4 negativni, tada je:
x3—x <0,

x| —x4 <0

= X] 2 X2 2 X3 2 X4 2 X|

= X] = X3 = X3 = X4.

Dakle, imamo dva realna rjeSenja sustava:
x| =x) =x3 =x4 = *£1.
Ur.

4048. Odredi i skiciraj u kompleksnoj ravni-
ni skup

S:{ZE(C,O<argzi

z i<77:
+i 4

196

Rjesenje. Neka je z = x+ iy dani komplek-
sni broj. Tada je

_z—=1  x+iy—i

T4+l xHiy+i
Cx+ily—1) x—iy+1)

T x+iy+ 1) x—ily+1)
_xzfixyfix+ixy+y27ixfl
- 2t (y+1)2

_ x2+y271 —2x
SO DY

Oznac¢imo s ¢ = argw, i kako je tangens ras-
tuéa funkcija u prvom kvadrantu imamo:

0<(p<§ = 0<tgp <1

—2x
— 0< 23 7 <1
x+y-—1
Razlikujemo dva moguca slucaja:

° ako je X +y2 > 1 gornji sustav nejednadzbi

ekvivalentan je s:
O<—2x<x2+y2—1
= x<0 i (x+ 1)+ > (V2)h

- RN

; S
’ = 3
;o ~ON
/ 4 Y \
1 LYY
[ 1
T 1
-2 -1 0r 1 X
(SN o
\ \\ /' !

/

N S-—-7 1y

\\\ ’//

2° ako je xz—i-y2 < 1 gornji sustav nejednadzbi
ekvivalentan je s:

Py —1<-2x<0
= x>0 (x+ 1)+ < (V24

PIAEEERN
. PN
e ~JR
/ 4 Y \
[ A
[ 1
e R
2\ _ ]
\2\ 1 Al 1 X
\ \ 4 /
PR | 14
~ P
~o _-

TraZeni skup toc¢aka S (u Gaussovoj ravnini)
je unija dva oznacena podrucja.

Ur.
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4049. Odredi najvecu vrijednost izraza
(a+b)*+(@a+0)' +(a+ad)
+b+e) + (b +d)* + (c+a).
gdje su a, b, ¢, d realni brojevi takvi da je
A+ +dh =1

Rjesenje. Stavimo
S=(a+b)*+(@+c)+(a+a)
o+t ++ad)t +(c+a)
= Z(a +b)*.
Tada je
S=Y (a+b)* <> (@+b)*+> (a—b)*
=23 (a* +6a°b” +b*)
=6(a" + 0"+t +d)+6> 27
= 6(d> +b* +* +d>).
Kako je @+ b+ +d* =1, odnosno S =
6, pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je
a=b=c=did=b0=c=d"=1,4.
a=b=c=d= l

2
Ur.

4050. Odredi brojeve x i y takve da je
5(log, x + log, y) = 26
xy = 64.
Rjesenje.
logx
logy
logx 4+ logy = 6log 2

logy _ 26

log x 5

Supstitucijom a = logx, b = logy dobivamo

a,b_2
b a 5
a+b=06log2
a2+b2:25—6ab

(a+b)2 = 35—6ab =

(610g2)* = 35—6ab =

ab = 5(log2)*.

a i b su rjeSenja kvadratne jednadzbe

# —6log2 -1+ 5(log2)* =0

t1p=(3%+2)log2

a=1log2, b=5log2 — x=2, y=32

a=>5log2, b=log2 = x=32, y=2.
Ur.

4051. U trokutu ABC je |BC| =a, |AB| =
|AC| = b i BAC = 80°. Dokazi jednakost
@ + /30’ = 3ab’.

Rjesenje. Na stranici BC odredimo tocku D
tako da bude CAD = 30°. Jednakokracni tro-
kuti ABC i DAB (4BCA = JABC = (180° —
80°) : 2 = 50° i YABD = JABC = 50°,
IBAD = 4BAC — <CAD = 80° —30° = 50°)
su sli¢ni, pa je |BC| : |AB| = |AB| : |BD|, ili
a:b=0>b:x (|BD] = |AD| = x). Odavde

2

je x = —, §to znadi da je a —x = |DC| =
a
a -
—

Primjenom kosinusova poucka na trokut CAD
dobivamo

IDC|* = |AC| + |AD|* — 2|AC||AD| cos $CAD

2 2\2 2\ 2 2
ili (“ b) :b2+<l’_) .Y
a a

a

Odavde, nakon kvadriransja i sredivanja, slijedi
Zeljena jednakost a +b°\/3 = 3ab*.
Ur.

4052. Nadi x sa slike.
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Rjesenje. Koristimo potenciju tocke A u od-
nosu na vecu kruZnicu:

|AE| - |AD| = |AG]| - |AB|
2r- (2r+2R) =14 - (14 + x)

= X = gr(r—i—R)—14.

-
G
’F6
r }“E R

Iz NAEF ~ AABC
:L_ 2r
2r+R 14+x

= x= ir(2r+R) — 14.

Iz ovih dviju jednakosti slijedi R = 6r, i potom
x=2r>—14. Pitagorin poucak za AABC daje

(2r +R)?* + R* = (14 + x)*

= 64r° + 361 = 4

= r4—25r2:O/ P r#£0
= 2 =25
— r=2>5.

Sada je x = 2/7 — 14 = 36.

4053. Ispitaj periodicnost funkcija:
a) f(x) = +/|cosx|
b) f(x) = cos+/|x]|.

Rjesenje. a) Temeljni period od cosx je 27,
a od |cosx| je m. Kako je

fx+P) =f(x) =
Vcos(x + P)| = /| cosx| /2

|cos(x + P)| = | cosx|

za x =0 je
[cosP|=1 = P=m.

Znadi, funkcija f(x) = 4/|cosx| je periodicka
s periodom 7.

b) Neka je P > 0 period ove funkcije, tj.

cos \/|x + P| = cos v/|«],

za svaki x € R.
Za x =0 je cos VP =1, tj.

VP =2z /?
P=4k*n%, kel (1)
1z
cosVm?2=cosm=—1 i

cos VP+ 2 =—1
= P+’ =02m+ 17’

— P =dm(m+ 1)1’ 2)

b Zbog (1) i (2) je:

4% = dm(m + 1)
4 = 2m+1)* =1
(26)?% = (2m+1)? — L.
Lijeva strana je potpun kvadrat, a desna sigur-
no nije. To je proturjecje s pretpostavkom da je
funkcija periodicka.

Ur.

4054. Trokutu ABC upisana je kruZnica. Ne-
ka je P njezino diraliste sa stranicom AB, a Q
Jje tocka na kruznici dijametralno suprotna toc-
ki P. Pravac CQ sijece stranicu AB u tocki R.
Dokazi da je poloviste stranice AB ujedno i po-
loviste duZine PR.

Rjesenje. Povucimo tangentu na kruznicu u
tocki Q i tako dobijemo tangencijalni Cetvero-
kut ABBjA;.

Vidimo da je
JAOM = JAOP = 90° —% i
JAIOM = A,00.



Zbog sane i opisane kruznice, dokaZi nejednakost

JA10Q + JA|OM + JAOM + JAOP = 180° ma mp S (3+1)
je 5% s% -8 R/’

<lA10M=<lA10Q=%- L PR .
Rjesenje. Lako se dobivaju sljedece jedna-
Slijedi $A;0A = 90°, j. AA|OA je pravoku-  kosti za pravokutni trokut ABC:
tan. Potpuno analogno je i AB;OB pravokutan. s 1,9 )
Sada su OM i ON visine spustene na hipote- Mg = Z(“ +4b7)

nuzu, pa je po Euklidovu poucku: s 1,5 5
: my, = —(b" +4a”)
|A\M| - |AM]| = |B\N] - [BN| = r 3
tj S2 - 2b20 ;
. «=7
|A1Q| - |AP| = |B, Q| - |PB| . 2
sg = .
A0 _ |PB| 1 [
|B1Q|  |AP|
Za dokaz tvrdnje ocito je dovoljno dokazati da
je |AP| = |BR|.1z AARC ~ AAQC i
ABRC ~ AB1QC redom slijedi
|AR| _ |CR|
A0 |cQ|
|BR| _ |CR|
IB1Q| |CQ|
|AR)| |BR|
IA10| = B10| (3davde2 imamo redom:
A1Q| _ |AR| My M
|B1Q|  |BR| Sa 5
Radi (1) je _ (bt +4°) N (a+ c)(b* + 4d®)
2 2
|PB| |AR| 8b*c 8a“c
il R ek} 1
|AP|  |BR| = W{ab(a3 +b°) +c(a* +bh
|[AB| — |AP| _ |AB| — |BR| “4 2;2 b
|AB]| |AB]| Iz
— = 1l=—"-1 3 3 2 2
|AP| |BR| a +b = (a+b)(a” —ab+b)
AB| _ |AB] &b = (@ 1B — 2
AP BR
[AP] |BR| ab=ch i & +b =c
|AP| = |BR). imamo
Ovim je tvrdnja dokazana. m(% mg
—_ + —=
Ur 52 52
o B
_4055. Tocke Ay i By su poloviSta kateta BC = ——[ch(a+b) (c2 —ch)
8ah2c

i AC pravokutnog trokuta ABC, a E i F su
presjeci simetrala unutarnjih kutova o i B s + c(c4 — 202h2)
katetama BC i AC. Ako je |AA1| = ma, |BB;| = 2.2

my, |AE| = sq, |BF| =sg, r i R radijusi upi- +acth(a+ b+ 20)].
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Tada je zbog ¢ > 2h, a+b—c =2r i c=2R:
m
_J’__
2%
< 1
~ 832

+ 42 (a+ b+ 2¢)]

[*h?(a + b) + ¢ - 2¢*K°

(a+b+2c)+4(a+b+2c)

a+b—c+3)
c

)

tj. vrijedi dana nejednakost.

Il
OO|,_

C

x|t 0|

Ur.

4056. Petar se sprema Skolske praznike pro-
vesti s grupom izvidaca. Njegovi planovi su to-
¢no definirani: svaki drugi dan kupat ce se u
moru, svaki treci dan njegov je red za odlazak
u obliznji duc¢an po namirnice, a svaki peti dan
posvetit e se rjeSavanju matematickih zadata-
ka. Prvi dan e provesti, naravno, sve troje. Ako
planira na odmoru provesti 90 dana, koliko ¢e
biti dana kada ne mora ni prstom maknuti?

Rjesenje. Ako numeriramo dane 1, 2,. .., 90
mozemo definirati skupove:

A=1{1,3,57,...,89}
— dani kupanja u moru,
B=1{1,4,7,10,...,88}
— dani odlaska u ducan,
C={1,6,11,16,...,86}
— dani rjeSavanja zadataka.

Ocito ce se Petar ve¢ drugi dan praznika samo
kupati.

[AUBUC|

= |A|+ |B| +|C| — |AN B]
—lAnc|—|BNnC|+]|ANBNC|

=45+30+18-15-9—-6+3

= 66.

Dakle, broj dana kada ¢e se Petar samo odma-
rati iznosi 90 — 66 = 24.

Ur.

D) RjeSenja iz fizike I

OS - 554. Ucenici su serijski spojili Cetiri
Jjednaka otpornika na izvor napona 6 V. Amper-
metar spojen u taj krug je izmjerio struju od
100 mA. Njihov ampermetar moZe mjeriti struju
do 2 A. Mogu li ga koristiti ako iste otpornike
spoje paralelno na isti izvor?

Rjesenje.
Ri=Ry=R3=R;=R
U=6V
I =100 mA =0.1 A
Imax =2 A
?

Iparalele =

Rserije = % = 061—VA =60 Q
Rserije =4R
R=15Q

1 1

R paralele

Rparalele =——=375Q
U —

Rparalele 375 Q

Ucenici mogu koristiti taj ampermetar.

Mateo Ajdukovic (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

== 16 A < Imax.

Iparalele =

0S - 555. Automobil se uspinje na brdo vi-
soko 400 m po cesti dugackoj 5 km. Do vrha mu
Jje trebalo 10 min. Masa automobila zajedno s
vozacem je 1500 kg, a prosjecna sila trenja iz-
nosi 300 N. Kolika je snaga automobilskog mo-
tora?

Rjesenje.
h =400 m
[ =5 km = 5000 m
t = 10 min = 600 s

m = 1500 kg
Fy =300 N
P=?



F= GTh+Ftr
15000 N - 400 m
- 5000 m

= 1200 N + 300 N = 1500 N
W = Fs = 1500 N - 5000 m = 7500000 J
W 7500000 J

p=2 —
t 600 s

+ 300 N

= 12500 W.

Jakov Smoljak (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

0S - 556. Drvena kocka ima volumen 8 cn’.

Kolikim tlakom ona tlaci podlogu? Koliki volu-
men ima kocka ispod koje je tlak dvostruko ve-
¢i? Gustoca drva od kojeg su kocke napravljene
iznosi 700 kg/m’>.

Rjesenje.
Vi=28 cm®
p = 700 kg/m’
Py =2p,
V, =7
Vi =8cm’ — a; =2cm=h
p1 = higp =0.02 m- 10 N/kg - 700 kg/m’
= 140 Pa
p2 =2p; =280 Pa
=2 —004m=4cm=a
8p

sza% =4 cm’ =64 cm’.

Luka Saboli¢ (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

08§ - 557. Uciteljica je dala zadatak uceni-
cima u kojem su trebali odrediti gustoc¢u nepra-
vilnog komadi¢a metala koriste¢i samo preciz-
nu vagu i malu plasticnu casu. Ucenici su prvo
izvagali metal i odredili da ima 24 g. Zatim su
¢asu do vrha napunili vodom i izvagali ju. Ima-
la je 57 g. U punu casu su paZljivo stavili svoj
metal i kad se dio vode izlio iz nje ponovo ju iz-
vagali. Sada joj je masa bila 77 § Ucenici zna-
Ju da je gustoca vode 1000 kg/m” i pomocu tog
podatka su izracunali gustocu metala. Kolika je
gustoca tog metala?

RjeSenje.
m=24g
Mgy, =57 8
Mg yyy4m =17 g

py = 1000 kg/m® = 1 g/cm’

Pm =?
Metvy = Mepyy4m — M
=T77g—24g=53¢
Mylivene vode = Mgy, — M4y,
=57g—-53g=4¢g
Viglivene vode = 4 em’ = Vinetala
m 24 ¢

=V T Tl " 6 g/cm3 = 6000 kg/mB.

Mihael Ratkajc (8),
0S Mate Lovraka, Zagreb

1875. Izracunajte ukupan omski otpor struj-
nog kruga na slici za Ry =1 Q, Ry =4 Q i
Ry =2 Q.

RjeSenje. Ova shema ne moZe se svesti na
niz serijskih i paralelnih spojeva pa ukupan ot-
por moramo naci primjenom Kirchhoffovih za-
kona. Kako je R; < Rj, struja iz R Ce se gra-
nati kroz Ry i R3. Ako su Iy i Vy struja i na-
pon nad ¢itavim strujnim krugom, traZeni otpor
¢itavog kruga je
Vo
T
Zbog simetrije kruga prvi Kirchhoffov zakon da-
je samo dvije strujne jednadzbe:

Ip =1 + 1,

I =h+1.

Drugi Kirchhoffov zakon daje
Vi+ V3=V, =0,

Ro =
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a takoder i

Vo=Vi+Vy (=2Vi+V;3=2V,—V3),
od kojih nam je dovoljna samo jedna. Koristit
¢emo samo prvu jednadzbu, a ostale smo ras-
pisali samo radi potpunosti (minusi kod napo-
na se pojavljuju zbog smjera pracenja naponske
linije koji je suprotan smjeru struje). Iz Ohmo-

vog zakona imamo V; = I[iR;, odakle Vy =
LRy + bR, §to uvrstavanjem u Ry daje
LRy + DR,
Ry= ——==.
L+D

Primjenom Ohmovog zakona na prvu naponsku
jednadzbu imamo [{R| +I3R3— IRy, = 0. Mo-
ramo elimirati /3 da bismo dobili vezu izme-
du I; i I, . To nam omogucuje jedna od strujnih
jednadZbi, iz koje I3 = I} —1I5, $to uvrStavanjem
u naponsku daje
LRy + (I — )R3 — bRy = 0,

odnosno nakon sredivanja

R +R3
=—7I.

R, +R3
UvrStavanjem toga u izraz za Ry preostaje
_ 2R{Ry + (R1 + Ry)R3
- Ry + Ry + 2R3

143

=2 Q.

Ro

Ur.

1876. Valjak polumjera 2 cm i mase 200 g
pluta u uspravnom poloZaju u tekucini gustoce
2g/ em’. Nakon §to ga potisnemo malo dublje
u tekucinu i otpustimo pritisak, valjak pocne ti-
trati. Kolika je frekvencija njegova titranja ako
Jje priguSenje titranja zanemarivo?

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

Rjesenje. U vertikalnom smjeru na valjak dje-
luju teZina mg iuzgon pgV,uz V kao volumen
uronjenog dijela. Ukupna sila (pozitivan predz-
nak za silu prema dolje) je

F=mg —pgV.
Neka je Vi volumen valjka koji je uronjen dok
miruje, tj. dok su tezina i uzgon uravnotezeni
(pgVo = mg). Ukupan uronjeni volumen V u
nekom trenutku tijekom titranja parametriziraj-
mo kao V = Vj + AV, uz AV = R’mx. Za
ukupnu silu sada imamo

F=mg—pg(Vo+ R27z:x) = —pgR*mx.
Ona ima matematicki oblik elasti¢ne sile F =
—kx (k = pgR*m) koja vodi do harmonijskih

202

oscilacija pa je frekvencija titranja
1 /k R | pg
= —1/—=—=4/— =177 Hz
! 2n\'m 2\ mm ‘

1877. U posudu je naliveno 5 litara mjesavi-
ne vode i etanola. MjeSavinu zagrijavamo grija-
¢em radne snage 1 kW i ucinkovitosti zagrijava-
nja 80 %. Ako se mjeSavina zagrijala od 20 °C
do 50°C za tocno 10 minuta, odredite ukup-
nu masu tekucine. Uzmite da je volumen smje-
se jednak zbroju volumena pojedinih tekucina.
Koristite sljedece vrijedosti: specific¢ni toplinski
kapacitet vode 4200 J/kgK, specificni toplin-
ski kapacitet etanola 2400 J/kgK, gustocu vode
1000 kg/m> i gustocu etanola 780 kg/m>.

Ur.

Rjesenje. 1z zadanih podataka AT = 30 K,
Py = 1000 W, ¢ = 80 %, Ar = 600 s te iz
Q = CAT = ePyAt nalazimo ukupni toplinski
kapacitet tekucine

PoAt
c= 20

= 16000 J/K.

Neka je m; = p;V] masa vode, a mpy =
p2V> masa etanola. Ukupna traZena masa teku-
éine myg je
my = my +myp.
Neka je Vo =5 dm? ukupan zadani volumen
smjese. Prema pretpostavci zadatka vrijedi
m m
V0=V1+V2=—1+—2.
P1 P2
Ukupan toplinski kapacitet smjese je
C =mjc) +mpes.
Sad imamo tri jednadZbe s tri nepoznanice (g,
my, mp). Zanima nas mg. Prvo moZzemo izra-
ziti my = mg —my pa to uvrstiti u izraze za C
i Vy. Iz izraza za C tada moZemo iskazati my :
C— mocp
mo=-—-—,
] —C
pa to uvrstiti u Vp, odakle je
_ C—mocapy — pr n
1 —C  P2P1 P2
Ovu jednadzbu treba rijesiti po myg:
_ Vopipa(er = 2) + C(p1 — p2)
pic1 — P2c2
UvrStavanjem brojeva slijedi mg = 4.53 kg.
Ur.

m
Vo 20
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1878. U sljedec¢im nuklearnim raspadima od-
redite nepoznate atomske (Zy,Zp) i masene
(A1, Ay) brojeve izotopa te oznake nepoznatih
elemenata (x, y):

R L
Tx = pHEy

%lx —n +’§22 He
é:x —e Hi1y
2 — e 45y

RjeSenje.
52;%;7Ra —a +§é3 Rn
61 Ho — p +4¢' Dy
gHe —n +§ He
%Ne — e +%? Na
§§2c5 —e" +§32 Xe

Ur.

1879. Kosina je sastaviljena od dvije paralel-
ne Sipke, svaka od kojih je jednim krajem oslo-
njena o rub police odredene visine, a drugim je
uprta o tlo. Sipke su udaljene 2 cm. Niz njih je iz
mirovanja u kotrljanje bez proklizavanja puste-
na homogena kugla polumjera 2 cm. Ako je po-
Cetna visina sredista kugle nad tlom 10 cm, ko-
lika je njezina brzina u trenutku kada dotakne

tlo?
(

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

RjeSenje. Konacnu brzinu odredujemo iz
ocuvanja energije. PoCetna energija je gravitaci-
jska potencijalna mgh, uz h kao pocetnu visi-
nu sredista kugle. U trenutku doticanja tla sre-
diste kugle je na visini R, uz R kao njezin po-
lumjer. Translacijska kineticka energija tada je

2
%, dok je rotacijska energija — Pa je

2 2
my o

h=mgR+ — + —.
mgh =mgl + ==+ =

2 . . ..
1= ngz je moment inercije homogene kug-

v .. . .
le. Iz veze w = — translacijske v i kutne brzine

P
o (uz udaljenost r izmedu spojnice Sipki i osi
rotacije koja prolazi srediStem kugle) slijedi
2 2 p2
my mv- R
mgh = mgR + T + Tr_z

TraZeni r moZemo isCitati iz priloZene sheme
koja predstavlja pogled prema kugli dok se ko-
trlja (Sipke okomito probadaju sliku). Uz x kao
udaljenost Sipki imamo

=R — (x/2)%.

wp

o g
Sipka Sipka

UvrStavanjem toga u jednadzbu za energiju
samo moramo izvuéi v:

1 R -
v=y4|g(h—R) (5 + 75[R2 — (x/2)2]> .

Zadano je x = R pase (uz g = 9.81 m/sz)
rjeSenje pojednostavnjuje na

30
v—ﬂgg(h—R)Nlm/sA

1880. Elektron-pozitron par prolijece uz mi-
rujuceg promatraca i zatim anihilira u tri foto-
na. Jedan foton emitiran je u smjeru gibanja pa-
ra, a preostala dva okomito na taj smjer. Ako svi
Sfotoni imaju istu energiju, kolika je pocetna br-
zina para? Potreban je relativisticki racun.

Ur.

Rjesenje. Veza izmedu energije Ego 1 koli-
¢ine gibanja pgo fotona je Efoy = pfotC, UZ ¢
kao brzinu svjetlosti u vakuumu. Uvjet jedna-
kih energija znaci da svi fotoni imaju iste izno-
se koli¢ine gibanja. Zbog ocuvanja ukupne ko-
licine gibanja dva “okomita” fotona emitirana
su u suprotnim smjerovima te se njihov dopri-
nos ukupnoj koli¢ini gibanja vektorski poniSta-
va. Stoga posljednji foton, u smjeru pocetnoga
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elektron-pozitron para, nosi svu koli¢inu giba-
nja sustava. Prije anihilacije svu koli¢inu giba-
nja nosi elektron-pozitron par

Dpar = Ymy,
gdje su m i v masa i brzina gibanja para kao
cjeline, a y je Lorentzov faktor. Ukupna relati-
visti¢ka energija para je

2
Epar = '}/mC .

Odavde je
ymy v

Ppar v
Epar  ymc? 2

Zbog zakona oCuvanja energije energija para pri-
je anihilacije jednaka je ukupnoj energiji svih
fotona
Epar = 3Ef0t'
Zbog zakona ocuvanja koli¢ine gibanja je
Ppar = Pfot

jer nakon anihilacije svu nosi jedan foton. Zbog
Efot = prot¢ za raniji omjer imamo

Por _ o _ 1

Epar - 3Efo 3¢’

Izjednacavanjem dvaju izraza za Ppar .
par
v 1 c
273 VT
pocetni par se gibao tre¢inom brzine svjetlosti.

Ur.

1881. Staklena kugla polumjera 15 cm i in-
deksa loma 1.5 nalazi se u zraku. Unutar kugle,
na udaljenosti 12 cm od njezina sredista nalazi
se tockasti izvor svjetlosti. Neka je O kut oda-
Siljanja svjetlosne zrake s obzirom na spojnicu
sredista kugle i svjetlosnog izvora. U kojem ras-
ponu kuta 0 svjetlosna zraka mora biti odasla-
na da bi izasla iz kugle? Za koje udaljenosti iz-
vora od sredista kugle je moguce da neke zrake
ne izadu iz kugle?

204

Rjesenje. Prema poucku o sinusima za kuto-
ve sa slike imamo
sinf  sina
R L

s L 1
Zraka Ce izadi iz kugle ako je sina < —.
n

U suprotnome dolazi do totalne refleksije (u ide-
aliziranom slucaju zraka ostaje zarobljena u ku-
gli). Kombinacijom prethodnih uvjeta za kut 0
s obzirom na spojnicu srediSta kugle i izvora
svjetlosti dobivamo
. R
sin O < oL

Kako je raspon kuta 0 interval [0, 7], ovaj uvjet
zadovoljen je za

0c OarcsinR Ulm arcsinR T
’ nL A

$to se u stupnjevima svodi na
0 € [0°,56.44°] U [123.56°,180°] .

Da bi postojao raspon kutova pod kojima do-
lazi do totalne refleksije, za kriti¢ni kut mora

vrijediti I < 1. Stoga izvor mora biti na uda-
n

ljenosti
R

L>—
n
da barem neke zrake zrake ne bi mogle iza¢i. U
nasem slucaju to vodi na L > 10 cm.
Ur.
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