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Sazetak

Model mikropolarnog fluida predstavlja vaznu generalizaciju
poznatih Navier-Stokesovih jednadzbi koja uzima u obzir
mikrostrukturu samog fluida. Cilj ovog rada prezentirati je
nekoliko primjera jednostavnih tokova mikropolarnog fluida za
koje je moguce odrediti egzaktno rjesenje.

Kljucne rijeci: mikropolarni fluid, mikrorotacija, jednostavni tokovi,
egzaktna rjesenja.

1 Uvod

Medu mnogim ne-newtonovskim modelima, model mikropolarnog
fluida, predlozen sredinom Sezdesetih godina proslog stolje¢a u ¢lanku
[4], izazvao je veliku paznju. Rezultat je to Cinjenice da, za razliku od
klasi¢nog Navier-Stokesovog sustava koji opisuje tok
inkompresibilnog newtonovskog fluida, navedeni model uzima u obzir
lokalnu strukturu te mikro-gibanja elemenata fluida. Polazedéi od
zakona sacuvanja mase, linearnog i angularnog momenta te
uvazavajuci konstitutivne relacije, izvodi se odgovaraju¢i matematicki
model (vidjeti npr. monografije [1, 6]) koji, uz standardna polja
brzine i tlaka, sadrzava novu nepoznatu funkciju koju zovemo
mikrorotacija. U skladu s time, Navier-Stokesovim jednadzbama
pridruzuje se nova vektorska jednadzba koja dolazi od sacuvanja
angularnog momenta. Ispostavlja se da se mnogi ne-newtonovski
fluidi (kao Sto su tekudi kristali, krv, muljeviti fluidi, polimerni fluidi,
itd.) mogu uspjesno opisati sustavom mikropolarnih jednadzbi. Ovo je
uvazeno od strane matematicke i inzenjerske zajednice te se stoga
tokovi mikropolarnog fluida intenzivno istrazuju u zadnjem desetljecu,
pogotovu u kontekstu modeliranja krvotoka (vidjeti npr. [2, 5, 9]).

Slijedom gore navedenog, tok inkompresibilnog mikropolarnog fluida
opisan je slozenim sustavom parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje
su jos uz to i nelinearne prirode zbog efekata inercije (vidjeti sustav
(1)-(3)). Stoga je tesko ocekivati da se takav sustav moze egzaktno
rijesiti, ve¢ ga se najcesce tretira numericki ili koriStenjem tehnika
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asimptoticke analize kad se mali parametar prirodno pojavljuje u
geometriji domene (vidjeti npr. monografiju [8]). Cilj ovog rada
izloziti je primjere jednostavnih tokova mikropolarnih fluida za koje
ipak moguce odrediti egzaktna rjeSenja, a koja onda mogu posluziti u
numerickim simulacijama slozenijih tokova. U tu svrhu, promatraju se
jednostavne domene toka te uvode dodatne pretpostavke na
nepoznate funkcije ¢ime se originalni problem svodi na linearni sustav
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi kojeg smo onda moguénosti
eksplicitno rijesiti. Zapisujuci rjeSenja u bezdimenzionalnom obliku, u
prilici smo onda diskutirati i ne-newtonovske efekte koji su prisutni
zbog mikropolarnosti fluida. Rad je utemeljen na rezultatima iz
Poglavlja III.3 monografije [6].

2 Osnovne jednadzbe

U nastavku se bavimo stacionarnim tokom fluida, tj. pretpostavljamo
da nepoznate funkcije (brzina u, tlak p i mikrorotacija w) ne ovise o
vremenu vec¢ samo o prostornim varijablama (w,y, z) € R3. Uvijet
inkompresibilnosti znaci da promatramo fluide s konstantnom
gusto¢om mase. Uzimajuci u obzir specificne zakone konstitucije za
mikropolarni fluid, zakoni sacuvanja mase, linearnog i angularnog
momenta u odsustvu vanjskih sila i momenta daju:

—(v+v)Au+ (u-V)u+ Vp = 2y,rotw, (1)
divu =0, (2)
—(ca + ci)Aw + I(u - V)W — (co + ca — ca) Vdivw + 41, W (3)21,rotu .

U sustavu (1)-(3) se, uz standardni (newtonovski) koeficijent
viskoznosti v, pojavljuju Cetiri nove mikrorotacijske viskoznosti: v,
Co, C4 | Cq. UoCimo da se za v, = 0 jednadzbe (1)-(2) svode na
klasi¢ne Navier-Stokesove jednadzbe. Nadalje, I oznacava koeficijent
mikroinercije, te se koristi uobiajena notacija za diferencijalne
operatore:
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za vektorsku funkciju v = vy i + vy j + v3 k i skalarnu funkciju ¢.

Detaljan izvod sustava (1)-(3) zainteresirani Citatelj moze nadi u [??],
Poglavlje I. Rubne uvjete ¢emo precizirat u primjerima u narednom
poglavlju.

3 Primjeri jednostavnih tokova

3.1 Poiseuilleov tok izmedu paralelnih ravnina

Promotrimo tok mikropolarnog fluida izmedu paralelnih ravnina danih
sa

T = {(z,y,2) e R®:y = (~1)'h}, i=1,2.

Pretpostavljamo da je tok generiran konstantnim gradijentom tlaka

d . . . . .
ﬁ u smjeru osi . U skladu s tim, uzimamo da je tlak dan sa

p= p(m) te pretpostavljamo da brzina ima dominantnu longitudinalnu
komponentu koja ovisi o transverzalnoj varijabli, tj. u = (u(y), 0, 0).
U tom slucaju, mozemo uzeti da mikrorotacija ima samo komponentu



u smjeru osi z koja, takoder, ovisi samo o y (vidjeti [6]). Dakle,
uzimajuci da su nepoznate funkcije oblika

u= (u(y), 0, 0) y W= (0,0,w(y)) y P = p(iIt) )
nakon uvrstavanja u sustav (1)-(3) dobivamo:

d*u dw dp

—_— 4+ 2, — =
(v +uv) T d (4)
d*w du
(Ca—i-Cd)W_QVT(Q’w—F d_y) =0. (5)

Uocimo da iz jednadzbe (4) slijedi g—i = const. Sustavu (4)-(5)
pridruzujemo rubne uvijete:

u=0 za y=+h, (6)
w=0 za y=*Lh. (7)

Dakle, polazni nelinearni sustav (1)-(3) parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi sveli smo na linearni sustav (4)-(5) obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi (po varijabli y). Integriramo li jednadZzbu (4) po y, nalazimo

d_u B 2u, N 1 d_p
dy 1/+er v+uv,dz” (8)
Uvrstimo li (8) u jednadzbu (5) slijedi
d*w 4uv v, 1 2v, dp
w = . (9)

dy?  catcavtun CatcavEu do

Gornja jednadZzba predstavlja linearnu diferencijalnu jednadzbu

2. reda za w s konstantnim koeficijentima (vidjeti npr. [10]) koju
mozemo eksplicitno rijesiti metodom varijacije konstanti uvazavajudi
rubne uvjete (7) za mikrorotaciju. Dobiveni izraz za w tada
uvrStavamo u (4) koju rjeSavamo na isti nacin, sada uvazavajudi
rubne uvjete (6) za brzinu u. Na taj nacin dobivamo:

Y 1 Sh()‘%)
== - ——, 10
wy) =34 ENEY (10)

2v, 1 ch()\) — ch(AY)

Y\2 h
U =1—(Z) — 11
®) ) R sh(}) (b
pri ¢emu smo uveli parametar A\ dan sa
4
A2 = v U g2, (12)

Cqo +CqV+ Uy

Takoder, ovdje je uzeto da tlak p odgovara klasi¢cnom Poiseuilleovom

e . y\2 . . . _
rieenju up(y) =1 — (E) koje opisuje tok inkompresibilnog

newtonovskog fluida (vidjeti npr. [7]).

Zapisimo sada rjesenje (10)-(11) u bezdimenzionalnom obliku. Neka
ug oznacava referentnu brzinu (recimo, maksimalnu vrijednost
Poiseuilleove brzine up = 1) i uvedimo sljede¢e bezdimenzionalne
veliine:

A 1/2 1/2
’u* :i, w* :w_’ Y: g, N: VT‘ , l: ca+6d y L
uQ U h v+, 4v

Tada rjeSenje (10)-(11) glasi:



“(Y)— v sh(NLY)
w'(Y) = _TNL)’ (13)

N ch(NL) — ch(NLY)
L sh(NL)

w(Y)=1-Y?-2 (14)

Bezdimenzionalni parametar N € (0, 1) karakterizira vezu izmedu
jednadzbi linearnog i angularnog momenta. Sto je parametar N blize
1, to su ne-newtonovski efekti zbog mikropolarnosti fluida znacajniji.
Parametar [ ima dimenziju duljine i karakterizira veli¢inu molekula.
Konaéno, bezdimenzionalni parametar L opisuje vezu izmedu
geometrije toka i svojstva fluida. Iz definicije zakljucujemo da Sto je
L manji to su ne-newtonovski efekti vedi. Vizualizacije profila brzine i
mikrorotacije u ovisnosti o bezdimenzionalnim parametrima moguce
je nadi u [11].

Za razliku od klasi¢nog no-slip rubnog uvjeta (6) za brzinu koji ima
jasnu fizikalnu interpretaciju, isto se ne odnosi na nul rubni uvjet (7)
za mikrorotaciju. Stoga se Cesto koristi tzv. dinamicki rubni uvjet
(vidjeti npr. [6]) koji bi u ovoj postavci glasio:

w=——— za y=+h (a= const.). (15)

Rjesenje sustava (4)-(5) uz rubne uvjete (6) i (15) dano je sa:

y  (1—a)(w+w) 1sh(Ay)
w(y)—ﬁ— v+uv,(1—a) h sh(/\h) ’ (16)

B Yy v,(1-a) 1ch(Ay)—ch(})
W) = G T T ey

Primjetimo da za a = 0, rubni uvjet (15) zapravo postaje (7), a
rieSenje (16)-(17) se svodi na (10)-(11).

3.2 Couetteov tok izmedu paralelnih ravnina

Promotrimo sada tok mikropolarnog fluida izmedu paralelnih ravnina
T ={(z,y,2) R’ :y = (1 - i)k}, i=1,2

u smjeru osi x, generiranog gibanjem ravnine I's konstantnom
brzinom V. U skladu s tim, ovdje uzimamo da je tlak dan sa

p = p(y), dok kao i u prethodnom primjeru, pretpostavljamo da su
brzina i mikrotacija oblika

u= (u(y),O, 0) y W= (Oa Oaw(y)) .

Na taj nacin sustav (1)-(1) prelazi u:

d*u 5 dw 0
(v+ 1) a0 + 2u, ay (18)
d*w du
Co+cy)— —2v,2w+ —) =0.
( a) i ( dy) (19)

U skladu s promatranim problemom, rubni uvjeti za brzinu glase:

u(0) =0, wu(h)=V, (20)



dok za mikrorotaciju uzimamo dinamicki rubni uvjet

a du
w——E@ za y=0,h. (21)

Sli¢no kao u odjeljku 3.1, u prilici smo rijesiti sustav (18)-(19)
uzimajudi u obzir rubne uvjete (20)-(21). Slijedi:

—c v+rv,.(l—a)
u(y) = %{—1 sh(};\g)‘) (1-ch (A%)) _sh (,\%) +A—(??j—i (i ~ %}

A v+, 1 —ch(A) v+u.(l—a
w(y) = ;;;—K —11/_7« {ch ()\%) + WSh (A%) — (1}%;/?)( },

pri éemu je parametar A dan u (12), dok je
v+v,.(l—a) 1 —ch())

K= 2 .
ml—a) 7 shn (24)

Zapisimo dobiveno rjesenje (14)-(14) u bezdimenzionalnom obliku, uz
a = 0 Sto odgovara uvjetu w = 0 na I'; UT'5. Ovdje je prirodno uzeti
V za referentnu brzinu, te, kao i ranije uvodedi

Uu wh Y 4v 1/2 vy 1/2
b v v vV’ h’ (ca-l—cd) ’ v+,

dolazimo do

“(Y) = 1 1_Ch(NL)l h(NLY WNIY) + 2y
N sh(NL)
L
L 1—ch(NL
w*(Y) = N eh(NLY) — 2BV G onpyy— 1)
9 <£ 9 1—ch(NL) ) Sh(NL)
N sh(NL)

Za vizualizacije profila brzine i mikrorotacije vidjeti [11].

3.3 Tok tankog sloja fluida izmedu paralelnih
ploca

Promatramo tok mikropolarnog fluida izmedu paralelnih ploca
I'i = {(‘Tay7z) S R?) r—a<zr<a,y= (7‘_ 1)h(t)}’ 1= 1,27

pri ¢emu se ploc¢a I'y giba prema I'; konstantnom brzinom Vj. Fluid
napusta domenu izmedu ploc¢a u dva smjera, kroz otvorenu granicu

T = aix = —a. Uz pretpostavku da je udaljenost izmedu ploca
dovoljno mala, tok se moze opisati na sljededi nacin (vidjeti npr. [3]):
Op 0%u ow
— =WV+v) =7 +2U,— 25
8:1} ( 7') 6‘y2 T 3y I ( )

op
— =0 = p=p 26
B p=p(z), (26)
ou n ov 0
9z " By ; (27)

0w
0= (Ca + Cd)
Oy?

— 2, (2w + Z—Z) , (28)



pri ¢emu smo u (1)-(3) uzeli da su brzina i mikrorotacija dani sa

u-= (u(a:,y),v(w,y),O) y W= (07 va(azvy)) .

Sustavu (25)-(28) pridruzujemo rubne uvjete:

u=0 za y=0,h, (29)
v=0 za y=0, v=V, za y=h, (30)
w=0 za y=0,h, (31)
p=0 za z=*a. (32)

Prvu komponentu brzine u te mikrorotaciju w raCunamo iz jednadzbi
(25) i (28) te uzimajuci u obzir rubne uvjete (29) i (31). Dobivamo:

u(z,v) = L2 @)y - b)

(ch ()\%) — 1)(ch(A33) 1)

$ DRI ) dan (AY) -

2v dx h sh(\)
sh (A
o -2 {200 s
(34
~ hsh (A2) 4p . ch (Ag) -1 ch() -~ 1
w  dz st (22) sh(A) [

gdje su parametri IV i [ definirani u odjeljku 3.1. Primjetimo da je u
izrazima (33)-(34) jo$ uvijek nepoznat tlak p. Njega ¢emo odrediti
integrirajuci jednadzbu za inkompresibilnost (27) (po varijabli y od 0
do h) te uvazavajuéi rubne uvjete (30). Slijedi,

Oh %(w,y)dyZ -, gv( ) dy = -V,
iz Cega zaklju¢ujemo
o [h
% A u(z,y)dy = V. (35)
Uvrstavajudi (33) u (35) dobivamo
a2 ke £ Man (3))

Jednostavnim integriranjem te uzimajuci u obzir rubne uvjete (32) za
tlak, nalazimo

1/%(:132 — a?)
2h3 [12 + 45 — Lcth (%)] ' (36)

Preostalu komponentu brzine v mozemo odrediti iz (16), koristedi
dobivene izraze (33) i (36), Sto ostavljamo zainteresiranom Citatelju
za vjezbu.

p(z) =



4 Zakljucak

U ovom radu prezentiran je model mikropolarnog fluida koji uspjesno
opisuje tok mnogih ne-newtonovskih fluida i, kao takav, predstavlja
vaznu generalizaciju klasi¢nih Navier-Stokesovih jednadzbi. Od
posebnog znacaja u literaturi je primjena mikropolarnog fluida u
modeliranju krvotoka. Premda je odgovarajuc¢i matemati¢ki model dan
vrlo slozenim nelinearnim sustavom diferencijalnih jednadzbi, u nekim
situacijama moguce je odrediti egzaktno rjeSenje koristeci tehnike
rjieSavanja obic¢nih diferencijalnih jednadzbi. Nadamo se da ce
zainteresiranom citatelju tema biti zanimljiva, s ciljem popularizacije
podruc¢ja matematickog modeliranja u mehanici fluida.
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