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SLATKI BROJEVI'

Slika 1. Torta

Lucija Kuhar, Tuhelj

ko ne voli tortu? Ako i niste ljubitelj slatkoga (ili mozda ne smijete

jesti slatko), trenutak kad se na proslavi pojavi torta, trenutak je kad
svi razgovori prestaju i sva se paznja usmjerava na slavljenika i nju. Upravo u
tom trenutku nastaju najljepse fotografije i uspomene za cijeli Zivot. Dokaz
da slastice cesto okupiraju misli matematicara svakako je taj da su brojevima
odlucili dati imena po njima. Kakvi su to brojevi te imaju li oni ikakve veze sa
slasticama, doznat ¢éete u ovome ¢lanku.

Nakon fotografiranja s tortom i divljenja njenoj vanjstini, Zelimo je i oku-
siti. Kako bismo je mogli pojesti, najprije je trebamo narezati. Kako ne bi bilo
svade i kako bismo svi ostali u dobrim odnosima, Zelimo da svatko dobije jed-
naki komad torte. Mozemo li tortu uvijek razrezati na dijelove jednake velici-
ne? Teoretski bismo mogli, no kod rezanja torte nemamo uvijek sa sobom ku-
tomjer, Sestar, kalkulator i ostala matematicka pomagala koja bi nam pomogla
u tome, nego to uglavnom radimo .otprilike” To¢nije, procjenjujemo kako bi
nam najlakse bilo razrezati tortu da komadi budu priblizno jednake velicine.
Pokusajte rijesiti jedan problem rezanja torte na jednake dijelove.

Zadatak 1. Za proslavu rodendana mama je ispekla tortu u obliku pravo-
kutnika i ostavila je u hladnjaku. Tati se jako jela torta pa je odrezao komad
torte kao na slici (Slika 1.). Je li moguce ovu tortu samo jednim rezom noza
podijeliti na dva dijela jednakih veli¢ina? Objasnite zasto. ([4])

Zamislimo sada da netko od gostiju zeli ve¢i komad torte, a netko manji.
Dakle, komadi na koje rezemo tortu ne moraju biti jednake veli¢ine. Zelimo
dobiti §to je vise moguce komada torte, pri cemu Zelimo uciniti $to manje po-
teza nozem. Rezovi koje ¢inimo nozem uvijek su okomiti na podlogu na kojoj
se torta nalazi. Kako ¢emo to uciniti? Jednim rezom tortu mozemo podijeliti
na najvise 2 dijela. S dva reza najvise na 4 dijela. Koliko maksimalno dijelova
mozemo dobiti ako napravimo i treci rez? Uo¢imo da je u tom slucaju maksi-
malan broj komada torte 7. Cetvrtim rezom mozemo dobiti ukupno 11 koma-
da torte. Prikaze opisanih rezova mozemo vidjeti na Slici 2.

OOOBD

n=0,p=0 n=1,p=2 n=2,p=4 n=3,p=7 n=4,p=11

Slika 2. Vizualni prikaz palainkinog brojazan =0, 1, 2, 3, 4
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Maksimalan broj dijelova kruga (odnosno komada torte koju zamisljamo
kao krug) koje dobivamo rezanjem u matematici se naziva palacinkin broj
(oznaka: P)). Taj broj predstavlja maksimalan broj dijelova na koje se krug
moze podijeliti pomocu n ravnih rezova. ([2]) Opcenito vrijedi da je palacin-
kin broj jednak sljede¢em izrazu:

B n+n+2

n

,neN|

Dokazimo da to uistinu vrijedi za bilo koji n e N,
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Dokaz: Da bi se dobio maksimalan broj dijelova na koje se krug moze
podijeliti pomocu n ravnih rezova, n-ti rez treba prelaziti preko svih prethod-
nih rezova unutar kruga, ali ne smije prelaziti niti jednim sjeci$tem prethod-
nih linija rezanja. Dakle, n-ti rez je prethodnim rezovima podijeljen na to¢no
n segmenata. Ne moze imati vise od #n segmenata jer svaku prethodnu liniju
moze prijeci najvise jednom. Svaki tako dobiveni segment dijeli jedan komad
(n - 1)-isjecene palacinke na 2 dijela. Dakle, n-tim rezom do sada se poznatom
maksimalnom broju dijelova (n - 1)-isje¢ene palacinke dodaje to¢no n dijelo-
va. Stoga moZemo zapisati:

P =P  +n

Uocimo sada da P, | moZemo promatrati kao zbroj maksi-
malnog broja dijelova kruga u (n - 2)-isje¢enoj palacinki i broja
dijelova koji su nastali u (n - 1)-vom rezu. Dakle,

P =P  +n-1L

n- 2

Sada P, mozemo zapisati kao:

P =P  +(n-1)+n

Nastavimo li na analogan nacin dalje, dobit ¢emo da je izraz P, jednak:
P=P+1+2+..+(n-2)+n-1)+n

Zbog P =1 (ako palacinku ne rezemo ostaje u jednom dijelu) dobivamo:
P=1+1+2+...+(n-2)+(n-1)+n

Uoc¢imodajel+2+... +(n-2)+ (n- 1) + n zbroj prvih n prirodnih brojeva.
Iz Gaussove dosjetke znamo da je

n(n+1) n(n+1)

1+2+.+(n-2)+(n-1)+n= 4. P =1+

Svodenjem na najmanji zajednicki nazivnik dobivamo:
_nn+)+2 n+n+2
" 2 2

Dakle, opceniti izraz za palacinkin broj vrijedi za bilo koji ne N, $to
smo i trebali dokazati ([3]).

13



Formalni naziv ovog broja centralni je poligonalni broj, a jo§ ga zovemo
«lazy caterer’s sequence”. A zasto ga zovemo palacinkinim brojem? Odgovor je
vrlo jednostavan. Ime je dobio prema tome $to palac¢inku mozemo vrlo lako
zamisliti kao krug, a puno nam je zabavnije rezati palac¢inke nego obi¢ne kru-
gove. Pokusajte sada rijesiti sljede¢i zadatak.

Zadatak 2. Na proslavi rodendana bilo je 27 gostiju. Prije rezanja torte
otisla su 4 gosta, a 1 od preostalih gostiju ne smije jesti slatko. Koliko je najma-
nje rezova nozem potrebno uciniti kako bi svaki gost dobio svoj komad torte,
pri ¢emu komadi ne moraju biti jednake veli¢ine? Torta je napravljena u obliku
kocke. Skicirajte kako biste razrezali tu tortu.
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Kad bismo uzeli u obzir da tortu moZemo rezati i .sa strane”, odnosno
ako nam nije vazno da svaki komad torte sadrzi svaki od slojeva (rezovi ne
moraju biti okomiti prema podlozi torte), kako bismo onda razrezali tu tortu?
Uzmimo sada tortu u obliku kocke. Napravimo li jedan rez, tortu ¢emo vrlo
lako podijeliti na dijela. Drugim rezom torta ¢e biti podijeljena na 4 komada,
a tre¢im rezom mozemo je podijeliti na maksimalno 8 komada.

BER |

Slika3. Vizualni prikaz Slika 4. Vizualni prikaz
tortinog broja za n =0 tortinog broja za n = 1

Slika 5.Vizualni prikaz Slika 6.Vizualni prikaz
tortinog broja zan = 2 tortinog broja zan = 3

Maksimalan broj komada torte koji mozemo dobiti na ovaj na¢in u ma-
tematici se naziva tortin broj (oznaka: C)). Taj broj predstavlja maksimalan
broj podrucja na koja se prostor moze podijeliti u #n ravninskih rezova. ([5])
Opéenito vrijedi da je tortin broj jednak sljede¢em izrazu:

_ n' +5n+6

C, =22 neN

0

Prostor koji promatramo mozemo zamisliti kao kocku ili valjak. Dijelo-
ve prostora koji promatramo, podijeljenog ravninama, lako mozemo zamisliti
kao komade torte odrezane nozem pa je broj prema tome dobio ime.
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Zadatak 3. Razmislite sada kako bismo morali rezati tortu kada bismo Zelje-
li dobiti minimalan broj komada torte u n rezova nozem. Pomozite si crtanjem.

Problem koji se cesto javlja je kako sacuvati tortu, a da ne izgubi svoju

soc¢nost. Kako spasiti njezine «ostatke” od susenja? Zamislimo da smo za ro-
dendan dobili tortu u obliku valjka. Rodendan ¢emo slaviti u dva dana jer, na-

zalost, svi gosti ne mogu do¢i prvi dan. Ako tortu budemo rezali na uobicajen
nacin, rub torte uz koji smo odrezali prvi i zadnji komad mogao bi se osusiti
pa torta viSe nece biti so¢na, izgubit ¢e svjezinu. MoZemo li ne$to uciniti kako

bismo to sprije¢ili i spasili tortu?

Rezat ¢emo tortu na znanstveni nacin! Ovaj nacin rezanja torte osmislio

je 11906. godine u znanstvenom casopisu Nature objavio engleski prirodoslo-
vac i matematicar Francis Galton. Sto to znaci rezati tortu na znanstveni nacin?

Najprije ¢emo odrezati unutarnji dio torte, izvaditi ga van i pojesti (kao na slici
lijevo). Potom ¢emo preostale dijelove torte spojiti i dobit ¢emo tortu nalik ragbi
lopti (slika u sredini). Ako smo jo$ gladni, mozemo nastaviti postupak i iz torte

ponovno izrezati unutarnji dio, a preostale dijelove spojiti. ([1]) Postupak moze-
mo ponavljati sve dok nam ne ostane prazna podloga na kojoj je nekad bila uku-
sna, so¢na torta. Vizualni prikaz opisanog postupka mozemo vidjeti na Slici 7.

—

Slika 7.
Znanstveni
nacin rezanja
torte

—

Moramo priznati da nam je Francis Galton otkrio jedan vrlo zanimljiv i

koristan nacin rezanja torte. Podijelite ovaj savjet za rezanje torte s mamama i
pokusajte ga primijeniti idu¢om prilikom kada budete rezali tortu.

Zadatak 4. Razmislite kako bismo od susenja mogli spasiti tortu koja je
napravljena u obliku pravilnog peterokuta? Skicirajte nekoliko koraka.

I na samome kraju, $to nam jo$ preostaje? Isprobavanje svih ovih nacina

rezanja torte. Zamolite mame (ili tate) da vam naprave ili kupe tortu pa ispro-

bajte razlicite nacine rezanja torte. Tko zna, mozda jednoga dana bas komadi¢

torte ili palacinka s ¢okoladnim punjenjem budu zasluzni za dokazivanje ne-
kog teorema ili otkrivanje necega novog u matematici ili nekoj drugoj znano-
sti. Cekajuci svoj komad torte, pokusajte rijesiti sljedeci zadatak.

Zadatak 5. Grgur i Ljupka organiziraju svoje vjencanje. Pozvali su 258

gostiju i sa slasticarnicom dogovorili da naprave tortu na 3 kata tako da za
svakog gosta (i njih dvoje) bude barem po jedan komad torte. I Grgur i Ljupka
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jako vole matematiku pa su odlucili da ¢e se torta rezati samo ravnim rezovima
nozem okomitim na podlogu na kojoj se torta nalazi. Takoder Zele da se sa §to
manje rezova nozem dobije $to viSe komada torte, pri cemu se svaki kat reze
posebno, a razlika u broju rezova izmedu svakog od katova smije biti najvise 3
(npr. ne moZe na prvom katu biti ukupno osam rezova, a na tre¢em katu samo
jedan rez). Komadi torte ne moraju biti jednake velic¢ine jer neki gosti Zele vise,
a neki manje torte pa ¢e moci birati koji ¢e komad uzeti. Izracunajte koliko bi
minimalno rezova nozem trebalo napraviti kad bi svi pozvani gosti dosli na
vjencanje.
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Zadatak 6. Grgur i Ljupka u meduvremenu su doznali da su 22 gosta
sprije¢ena doci na vjencanje. Slasticarnica je ve¢ napravila nacrt torte koji
ne mogu mijenjati, no mogu promijeniti plan rezanja torte za svaki od
katova. Pomozite slasti¢arnici napraviti novi plan rezanja torte tako
da svaki od gostiju dobije barem jedan komad torte. Izracunajte
koliko bi minimalno rezova nozem trebalo napraviti u tom
slucaju.

Zadatak 7. Dan prije vjencanja jo$ jedna je peteroclana
obitelj zbog bolesti otkazala svoj dolazak, a na svadbi tortu nije
jelo 29 gostiju. Izracunajte koliko je komada torte ostalo mladencima za poni-
jeti kuci ako je torta rezana kako je zadano u prethodnome zadatku.
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