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Od povrsine do rekonstrukcije:
metodicki pristupi uéenju
odredenog integrala

LJERKA JUKIC MATI¢!, KRISTINA SPOLJARIC?

1. Uvod

Odredeni integral jedan je od sredi$njih pojmova matematicke analize i vazan
alat u prirodnim i tehnickim znanostima. Ucenici se s ovim konceptom prvi put su-
srecu tijekom srednjoskolskog obrazovanja, najcesce kroz problemske pristupe poput
odredivanja povrsine ispod grafa funkcije. Na visokoskolskim studijima prirodnih i
tehnickih disciplina odredeni integral proucava se detaljnije, s posebnim naglaskom
na konkretne primjene, dok se na studijima matematike pristupa formalno, uz nagla-
sak na precizne definicije i dokazivanje temeljnih teorema. Istrazivanja pokazuju da
ucenici i studenti najce$ce razviju pretezno geometrijsku interpretaciju odredenog
integrala kao povrsine ispod grafa funkcije, $to moze ograniciti njegovo razumije-
vanje u kontekstu drugih veli¢ina i primjena, primjerice pri modeliranju energije ili
analizi kretanja [6, 9]. U udzbenicima fizike integral se cesto prikazuje kroz model
«zbrajanja dijelova’, koji olaksava intuitivno razumijevanje, ali moze dovesti do po-
teskoca u ucenju fizikalnih pojmova poput kinematike, termodinamike i elektrosta-
tike kada nedostaje Sira interpretacija integrala [1]. Stoga je cilj ovog rada prikazati
Cetiri osnovne interpretacije odredenog integrala i pokazati kako njihova sustavna
metodicka razrada moze znacajno doprinositi razvoju fleksibilnijeg i dubljeg razu-
mijevanja tog pojma kod ucenika i studenata.

2. Osnovne predodzbe odredenog integrala

Pojam osnovnih predodzbi odnosi se na razlicite nacine na koje ucenici i studen-
ti mogu shvatiti i primijeniti matematicki koncept u konkretnim Zivotnim i stru¢nim
situacijama [3]. Kod odredenog integrala osobito je vazno razvijati vise od pukog
formalnog razumijevanja — potrebno je poticati intuitivna i prakti¢na znacenja ovog
pojma. U nastavnoj praksi pokazalo se da pretezna usmjerenost na geometrijsku in-
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terpretaciju moze ograniciti shvacanje integrala te on postaje .povrsina ispod grafa’,
¢ime se zanemaruju procesne, konstruktivne i analiticke dimenzije koncepta. Stoga
se isti¢u Cetiri klju¢ne predodzbe ¢ije sustavno njegovanje doprinosi dubljem i fleksi-
bilnijem razumijevanju [4]:

Povrsina - integral kao povrsina ispod grafa funkcije, $to je intuitivno, ali nije
dovoljna interpretacija, posebice pri negativnim vrijednostima ili funkcijama koje
presijecaju os.

Akumulacija — promatranje integrala kao procesa postupnog zbrajanja manjih
doprinosa, priblizavanje stvarnoj veli¢ini kroz sumiranje diskretnih podataka.

Rekonstrukcija — razumijevanje integrala kao metode dobivanja ukupne veli¢ine
iz poznate stope promjene, gdje posebnu ulogu ima povezanost s pojmom derivacije.

Srednja vrijednost — promatranje integrala kao alata za odredivanje prosje¢ne
vrijednosti funkcije na intervalu, §to daje dublji uvid u mnoge primjene u prirodnim
i tehnickim znanostima.

Svaka od predodzbi donosi specificna didakticka pitanja, tipi¢ne studentske po-
greske i preporuke za nastavni rad, a njihovo integrirano poucavanje pomaze uceni-
cima i studentima da razviju cjelovitije razumijevanje pojma odredenog integrala.
U nastavku su pojedinacne interpretacije detaljno opisane i ilustrirane primjerima.

2.1. Predodzba povrsine

Predodzba odredenog integrala kao povrsine naj¢esca je i najintuitivnija u nasta-
vi matematike. Prema ovom pristupu, odredeni integral funkcije na intervalu [a, b]
tumaci se kao povrsina izmedu grafa funkcije i osi x. Takvo shva¢anje omogucuje jed-
nostavno i smisleno razumijevanje pojma integrala, osobito kada se funkcija prikaze
graficki, a povrsina zamislja kao popunjavanje prostora” ispod krivulje. Medutim,
ova predodzba ima i svoja ogranic¢enja. Cesta poteskoca jest poistovjecivanje vrijed-
nosti integrala s povr$inom, zbog ¢ega se integral pogresno smatra uvijek pozitivnim.
Nerazumijevanje je osobito izrazeno kada integral poprima negativne vrijednosti.

Pri odredivanju vrijednosti integrala vazno je razlikovati tri osnovna slucaja:

1. Grafiznad osi x - vrijednost integrala jednaka je povrsini izmedu grafa i osi x, i
pozitivna je.

2. Graf ispod osi x — apsolutna vrijednost integrala jednaka je povrsini, ali je sam
integral negativan.

3. Graf presijeca os x — interval je potrebno podijeliti na podintervale izmedu nul-
tocaka i izracunati integral na svakom podintervalu zasebno. Tek se tada mogu
ispravno zbrojiti pozitivni i negativni dijelovi.
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Tre¢i slucaj posebno dobro pokazuje ogranicenja predodzbe povrsine jer uku-
pna vrijednost integrala nije jednaka ukupnoj povrsini. Stoga ovu predodzbu ne bi
trebalo koristiti kao jedinu u nastavi. Ipak, zbog svoje jednostavnosti i intuitivnosti
ona je ¢esto prva koja se uvodi pri uc¢enju odredenog integrala, no vazno je postupno
razvijati i druge predodzbe kako bi razumijevanje pojma bilo potpunije.

Primjer 1. Slika 1 prikazuje graf funkcije f: R = R sa sljede¢im svojstvima
+ S, je povrsina omedena s x -osi, x = a iy = f{x).
« S, je povrSina omedena s x -osi, x = biy = f(x).
e a<b0<S§ <S,

0.5 S

-0.5 0.5 1

Slika 1.

Zaokruzi cemu je jednaka vrijednost izraza
I! f(x)dx:
a)S, +3,
b)S -,
oS, -
s, -5

1
e) E(Sl + Sz)

Rezultati ovog zadatka iz TIMSS-studije jasno ukazuju na opasnost poistovje-
¢ivanja pojma integrala s predodzbom povrsine [2]. Tocno rjesenje S, — S, odabralo
je tek 35 % ispitanika. Ponudeni odgovori odgovaraju uobicajenim pogresnim pre-
dodzbama ucenika i studenata: vrijednost integrala poistovjecuje se s povr§inom iz-
medu grafa i x-osi, prva parcijalna povr$ina uvijek se racuna kao pozitivna, integral
se tumaci kao nacelno pozitivan ili se srednja vrijednost parcijalnih povrsina uzima
kao ispravno rjeSenje. Ovaj zadatak pokazuje da shvacanje integrala kao povrsine
zahtijeva $iru i dublju interpretaciju. Naime, iako je povrsina pozitivan broj, pri ra-
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¢unanju odredenog integrala mozemo dobiti negativan broj. Iako poistovjecivanje
pojma integrala s pojmom povrsine u nekim slucajevima dovodi do to¢nog rezultata,
u drugim slucajevima ono vodi do pogresnih zakljucaka.

2.2. Predodzba akumulacije

Predodzba akumulacije temelji se na shvac¢anju odredenog integrala kao granic-
ne vrijednosti sume produkata. Akumulacija, u matematickom kontekstu, oznacava
proces nakupljanja ili postupnog zbrajanja malih doprinosa tijekom nekog interva-
la, najcesce preko sve finije podjele tog intervala. To znaci da je iznos odredenog
integrala rezultat zbrajanja velikog broja izrazito malih produkata (npr. vrijednosti
funkcije i duljina podintervala), $to formalno vodi do Riemannove sume i kona¢ne
integracijske vrijednosti. Geometrijski, predodzba akumulacije vizualizira se postu-
pnim .gradenjem” povrsine ispod grafa funkcije pomocu stepenastih pravokutnika,
gdje se Sirina pravokutnika neprestano smanjuje kako bi se priblizili preciznoj vrijed-
nosti integrala. Za razliku od predodzbe povrsine, ova predodzba naglasak stavlja na
integraciju kao proces.

U metodickom smislu, predodzba akumulacije ucenicima i studentima pomaze
razumjeti integral kao dinamicki proces prikupljanja ili nakupljanja veli¢ina (primjeri-
ce put, energija, masa ili koli¢ina), a ne samo kao izracunavanje .broja na kraju racuna”.
Sume produkata u razli¢itim kontekstima (npr. suma umnoska brzina i vremenskih
intervala za prijedeni put) predstavljaju realne situacije u kojima integracija opisuje
promjenu ili akumulaciju kroz vrijeme ili prostor. Ovakvo razumijevanje osigurava po-
vezanost integrala s prakti¢nim primjenama u fizici, kemiji i ekonomiji te omogucuje
studentima shvacanje povezanosti matematickog modela i realnih procesa.

Primjer 2. Pretpostavimo da je mjerac prijedene udaljenosti na automobilu po-
kvaren i zelimo procijeniti prijedeni put u intervalu od 30 sekundi. Brzinu mjerimo
svakih 5 sekundi, a radi lakseg racunanja sve brzine izrazavamo u metrima u sekundi
(m/s) jer suivremena dana u sekundama. Dobivene podatke prikazujemo u sljedecoj
tablici:

Vrijeme (m) | 0 5110|15|20 25| 30
Brzina (m/s) | 25 | 31 | 35 | 43 | 47 | 45 | 41

Tijekom prvih pet sekundi brzina se ne mijenja znac¢ajno, pa mozemo procijeniti
prijedeni put u tom vremenskom intervalu pretpostavljajuci da je brzina konstantna.
Ako za brzinu tijekom tog intervala uzmemo pocetnu vrijednost v, =25m/s, tada
dobivamo pribliznu udaljenost prijedenu u prvih pet sekundi:

Sy =V, At=25-5=125m.
Na sli¢an nacin za drugi vremenski interval uzimamo brzinu v, = 31m/s i dobivamo:

s, =v,*At=31-5=155m.
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Zbrajanjem svih djelomic¢nih udaljenosti dobivamo ukupni prijedeni put:
s=s,+s +s,+s;+s, +s5,=1130 m.

Ovaj postupak mozemo vizualizirati graficki: nacrtamo graf funkcije brzine v(¢)
te iznad svakog podintervala konstruiramo pravokutnik visine v, (Slika 2. a). Povrsi-
na svakog pravokutnika predstavlja pribliznu udaljenost prijedenu u tom intervalu.
Sto su podintervali uzi, to je ukupna povrsina pravokutnika bliZa stvarnoj povrsini
ispod grafa funkcije brzine (Slika 2. b).

50

40

30
v

20

10

0
0

a) b)
Slika 2. Funkcija brzine

Ako bismo brzinu mjerili ¢esce (svake 2 sekunde, 1 sekundu,...), procjena bi bila
to¢nija. U grani¢nom slucaju, kada je broj mjerenja beskonacan, dobivamo odredeni
integral. (Slika 3.) predstavlja to¢nu vrijednost prijedenog puta:

s= [P v(t)dt

0

10 15 20
t

Slika 3. Prijedeni put

Na taj nacin integral vidimo kao proces postupnog nakupljanja doprinosa, a ne
samo kao gotovu broj¢anu vrijednost.
2.3. Predodzba rekonstrukcije

Predodzba rekonstrukcije temelji se na shva¢anju odredenog integrala kao ala-
ta za dobivanje ukupne veli¢ine iz poznate stope (eng. rate of change). Primjerice,
ukupni volumen udahnutog zraka tijekom odredenog vremena moze se izraunati
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kori$tenjem brzine protoka: dijeljenjem vremena na vrlo male intervale, mnozenjem
brzine s trajanjem svakog intervala te zbrajanjem svih djelomi¢nih produkata dobiva
se ukupna koli¢ina zraka. Ova predodzba jasno naglagava proces nakupljanja malih
promjena ili doprinosa kako bi se dobio ukupan rezultat.

Ponekad je primjerenije govoriti o konstrukciji nove veli¢ine nego o rekonstruk-
ciji, osobito ako trazena veli¢ina nije bila poznata unaprijed. Tako je rekonstrukcija
ukupne godisnje dobiti iz niza mjese¢nih dobitaka tipican primjer, dok je konstruk-
cijom moguce smatrati procjenu buduce potrosnje na temelju predvidenih stopa po-
trosnje. Klju¢na razlika lezi u interpretaciji pocetne funkcije: promatramo li je kao
stopu promjene, integral sluzi za rekonstrukciju ukupne promjene, a promatramo li
je kao trenutnu vrijednost veli¢ine, integral pomaze u konstrukciji nove funkcije koja
opisuje sumarni razvoj veli¢ine kroz vrijeme ili prostor.

Ova predodzba ujedno ukljucuje i ideju (re)konstrukcije primitivne funkcije
(antiderivacije) na temelju poznate funkcije: graf primitivne funkcije moze se izgra-
diti iz grafickog prikaza funkcije derivacije, $to izravno povezuje integral s procesom
«ponovnog sastavljanja” iz lokalnih promjena u cjelinu. Istrazivanja pokazuju kako
ucenici Cesto nailaze na tesko¢u takozvane pogreske .graf kao slika’, tj. zamjenju-
ju graf derivacije s grafom same funkcije, $to otezava vizualizaciju odnosa izmedu
funkcije i njezine primitivne funkcije [6]. Razumijevanje integrala kao konstrukei-
je ili rekonstrukcije iznimno je vazno jer omogucuje povezivanje razlicitih aspekata
pojma integrala te jasno uspostavlja vezu s pojmom derivacije. Nuzno je razumjeti
derivaciju kao lokalnu brzinu promjene ili stopu promjene jer upravo na toj relaciji
pociva i interpretacija integracije kao rekonstrukcije ukupnog ucinka te promjene
tijekom odredenog intervala.

Primjer 3. U prazni umivaonik pusta se voda brzinom od 10 litara u minuti ti-
jekom 1 minute. Zatim se dovod vode zaustavlja i istovremeno se otvara odvod kroz
koji otjece 5 litara u minuti. Nakon dodatnih 1.5 minute odvod se ponovno zatvara.
Sto se iz brzine dotoka moze zakljutiti o koli¢ini vode u umivaoniku?

Pogledajmo fazu dotoka vode gdje je 0 <t <1. Na pocetku je V(0)=0. Buduc¢i
da voda tec¢e konstantnom brzinom od 10 L/min, koli¢ina vode linearno raste:

V(t)=10-t, 0=t=l.
Nakon jedne minute imamo

V(1)=10-1=10 L.

Pogledajmo sada fazu otjecanja vode (1<t <2.5). Na pocetku ove faze u umi-
vaoniku je 10 L vode. Dotok je zatvoren, a voda otjece brzinom 5 L/min, pa koli¢ina
vode opada:

V(#)=10—5-(t—1), 1<t=<25.
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Primjerice
V(2)=5L, V(2.5)=2.5L.
Kada se odvod zatvori (t > 2.5) koli¢ina ostaje konstantna:

V(t)=2.5, t>25.

Na Slici 4. mozemo vidjeti graf brzine protoka vode (dotok/otjecanje). Linija pri-
kazuje kako se brzina mijenja tijekom vremena, a sivo obojeno predstavlja povrsinu
koja se racuna da bi se dobila koli¢ina vode.

Vrijeme { u min
25 3 35

[
)

0.5 1

)
w
““T"{FN;‘““““‘“

|

o

@
[

Slika 4. Brzina protoka vode

Sljedeca slika (Slika 5.) prikazuje graf kolicine vode V(t). Graf prikazuje kako
se ukupna koli¢ina vode mijenja tijekom vremena; prvo raste (dotok), zatim pada
(otjecanje).

Koli¢ina vode V(t) u L
75

25

o w
> R

H
—-- 54
N~

Vrijeme ¢ u min
25 3 35

0.5 1
-2.5

Slika 5. Koli¢ina vode u umivaoniku

Funkcija koja opisuje cijeli proces glasi:

10-¢, 0<t=<l1
V(t)=410—5-(t—1), 1<t<25
2.5, t>25

Koli¢ina vode V(t) jednaka je orijentiranoj povrsini ispod grafa brzine protoka:
pozitivna povrsina za dotok i negativna za otjecanje. Integral daje ukupnu promjenu
koli¢ine vode od pocetka promatranog intervala do trenutka ¢.
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2.4. Predodzba srednje vrijednosti

Predodzba srednje vrijednosti temelji se na interpretaciji odredenog integrala
kao alata za odredivanje srednje vrijednosti funkcije na nekom intervalu. Matema-
ticku osnovu ovog pristupa ¢ini teorem srednje vrijednosti za odredeni integral, koji
kaze:

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [, b], tada postoji barem jedna tocka
¢ €[a,b] takva da vrijedi: ,
1
fle)=—— f(x)dx.
b—a,
Drugim rije¢ima, vrijednost odredenog integrala na zadanom intervalu jedna-
ka je umnosku duljine intervala [g, b] i srednje vrijednosti funkcije na tom intervalu.

Stoga srednju vrijednost funkcije f na intervalu [a, b] definiramo kao:

1 b
fsr=b—ff(x)dX-
—a,

Geometrijski, to znaci da je (orijentirana povrsina” ispod grafa funkcije f na in-
tervalu [a, b] jednaka povrsini pravokutnika Sirine b - a i visine f . Konstrukcija
pravokutnika s jednakom povrsinom kao ispod grafa funkcije ilustrira kako srednja
vrijednost .izravnava” sve vrijednosti funkcije na tom intervalu. Za ilustraciju, funk-
ciju mozemo zamisliti kao valovitu povr$inu pijeska u pjes¢aniku. Predodzba sred-
nje vrijednosti tada odgovara zagladivanju pijeska tako da nastane ravna povrsina s
jednakom ukupnom koli¢inom pijeska. Analogija s aritmetickom sredinom pomaze
studentima da integral dozive kao prirodno prosirenje pojma prosjeka s diskretnih
na kontinuirane podatke. Na primjer, prosjecna brzina, temperatura ili potro$nja do-
biva se upravo ovakvim integralom. Ovaj pristup jasno povezuje zbrajanje manjih
doprinosa i njihovo «prosje¢no” ponasanje na razini cijelog intervala.

U nastavi je preporucljivo koristiti konkretne tablicne podatke, grafove i dina-
micke vizualizacije kako bi ucenici intuitivho povezali integral sa situacijama iz prak-
se (npr. Kolika je prosjecna brzina voznje tijekom sata ako je brzina varirala kroz vri-
jeme?”). Tako se srednja vrijednost integralno povezuje s idejama sume produkata,
rekonstrukcije i povrsine, ¢ime se razvija funkcionalno matematicko razumijevanje
integralnog racuna.

Primjer 4. Pretpostavimo da smo tijekom 24 sata svaka 3 sata izmjerili tempe-
raturu T

ili, pomnozeno s duljinom svakog intervala ( At = 3), za Riemannovu sumu:
1 8

T0 =3 203
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Ako funkcija T(t) opisuje temperaturu u svakom trenutku vremena, srednja vrijed-
nost temperature kroz dan tada je dana kao:

1
T =— T(t)dt
§ 24f0 ®

i

Iako je predodzba srednje vrijednosti korisna i cesto intuitivna, isklju¢ivo osla-
njanje na ovu interpretaciju ograni¢ava razumijevanje integrala. Potrebno je poticati
i druge predodzbe koje naglasavaju proces, povrsinu ili rekonstrukciju veli¢ina.

.. (ot
Na primjer, za T(t) =12+ 6sin (E) :

1
T, = f024(12+6sin

"4

3. Zadatci s osnovnim predozbama

U nastavku prikazujemo dva zadatka u kojima mozemo aktivirati sve navedene
osnovne predozbe. Zadatke smo modificirali iz testa kojim se moze ispitati razvije-
nost osnovnih predodzbi o pojmu odredenog integrala [5].

Zadatak 1. Graf 1 i Graf 2 prikazuju dotok vode u litrama po minuti u dva iden-
ti¢na spremnika. Spremnici su u po¢etnom trenutku bili prazni. Cilj zadatka je obja-
sniti zasto su u trenutku t = 5 oba spremnika jednako puna.

12

10 Graf1

8

Graf 2

Na ovaj zadatak mozemo odgovoriti na sljedece nacine:

o Prosjecni dotok vode u intervalu [0,5] jednak je za oba spremnika. Ovaj odgovor
odgovara predodzbi srednje vrijednosti jer se integral tumaci kao prosje¢nu vri-
jednost funkcije na intervalu.

o Povrsina izmedu grafa i osi t u intervalu [0,5] jednaka je za oba grafa. Ovo od-
govara predodzbi povrsine, gdje se integral povezuje s povr$inom ispod grafa
funkcije.
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o Zamislimo dotok kao konstantan u malim intervalima i zbrojimo koli¢ine. Za
t =5 dobijemo istu vrijednost za oba grafa. Ovo odgovara predodzbi akumu-
lacije jer naglasava proces postupnog zbrajanja doprinosa kroz male intervale.

o Iz svakog grata mozemo odrediti funkciju volumena. Za t = 5 obje funkcije imaju
istu vrijednost. Na ovaj nacin koristimo predodzbi rekonstrukcije, gdje se inte-
gral promatra kao sredstvo za dobivanje funkcije koja opisuje ukupnu promjenu
velicine.

Zadatak mozemo zadati tako da ponudimo odgovore i trazimo da studenti daju
obrazlozenje slazu li se ili ne s tim odgovorom.

Zadatak 2. Tijelo stoji na podu i visoko je 2 m. Presije¢emo li ga paralelno s tlom na
visini h € [0,2], presjek ima povrsinu B(h). Koje znacenje ima izraz

S B(h)dh?

o Izraz predstavlja volumen tijela. Ovaj odgovor povezan je s predodzbom rekon-
strukcije jer se integral koristi za odredivanje ukupne velicine tijela na temelju
lokalnih presjeka.

o Izraz predstavlja povrsinu omedenu grafom funkcije B(h) i pravcem h. Ovo odgo-
vara predodzbi povrsine, gdje se integral tumaci kao povrsina ispod grafa funkcije.

o Izraz odgovara srednjem presjeku tijela pomnozenom s visinom. Odgovor ko-
risti srednju vrijednost funkcije za aproksimaciju ukupne koli¢ine, pa odgovara
predodzbi srednje vrijednosti.

o Izraz je grani¢na vrijednost zbroja volumena tankih slojeva. Ovaj odgovor od-
govara predodzbi akumulacije jer se integral interpretira kao suma beskona¢no
malih volumena diskova ili slojeva.

Ovaj zadatak vrlo jasno povezuje intuiciju i formalni pojam odredenog integra-
la, Sto omogucuje uvid u razli¢ite nac¢ine razumijevanja volumena. Ovakvi zadatci
pomazu u povezivanju lokalnih svojstava funkcije s globalnim promjenama veli¢ina.
Kao i prethodni zadatak, i ovaj moZemo zadati tako da ponudimo odgovore i trazimo
da studenti daju obrazlozenje slazu li se ili ne s tim odgovorom. Tako pokazujemo da
istu matematicku situaciju mozemo tumaciti na vi§e nacina, a zadatak potice raspra-
vu o znacenju matematickih pojmova.
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