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Delaunayova (Deloneova)
triangulacija’
RENI BANOV?

Brojni su primjeri primjene numerickih simulacija u razli¢itim podru¢jima koji
zahtijevaju rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi (skra¢eno PDJ) za opisi-
vanje prirodnih procesa. Rezultati dobiveni numeri¢kim metodama obi¢no se kori-
ste za simulaciju procesa i za eksperimentalnu provjeru valjanosti na jednostavnijim
modelima, dok se to¢nost numerickih izra¢una postupno povecava na sloZenijim
modelima. Modeli kojima se opisuju prirodni procesi u brojnim sluc¢ajevima sadr-
ze slozene geometrijske oblike (likove, tijela) i komplicirane veze medu njima, te su
odredeni razli¢itim parametrima, primjerice vrstom materijala, svojstvima fluida, te
brojnim drugim karakteristikama. Sve to dovodi do zahtjevnih simulacijskih mode-
la opisanih parcijalnim diferencijalnim jednadzbama na geometrijski slozenim po-
drudjima, najcesce u dvije ili tri prostorne dimenzije, a za neke primjene i dodatnoj
vremenskoj dimenziji. Primjerice, u inZenjerskoj primjeni nerijetko susre¢emo sloze-
ne geometrijske oblike na kojima se simulira provodenje topline, raspodjela topline
ili elektrickog naboja, te strukturnih opterecenja na konstrukcijama itd.

Pedesetih i $ezdesetih godina [1] proslog stoljeca intenzivira se primjena metode
konac¢nih elemenata za numericko rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
nad kompleksnim geometrijskim oblicima (strukturama) na inZenjerskim proble-
mima. Ideja se zasniva na predstavljanju slozenih geometrijskih struktura mrezom
jednostavnijih geometrijskih elemenata te numerickim rjesavanjem PD]J jednadzbe
na njima. Najce$¢i jednostavni geometrijski oblici koji su se primjenjivali za izradu
obi¢no nestrukturirane mreze u ravnini (2D) bili su trokuti, dok su u prostoru (3D)
koristeni tetraedri, iako su mogu¢i odabiri i drugih oblika. Izborom tih jednostavnih
elemenata pojavila se potreba za razvojem algoritama za odredivanje mreze koja pre-
cizno (ili $to preciznije) predstavlja stvarne oblike nad kojima se provodi simulacija.
Razvojem racunala i pove¢anjem njihove procesne moc¢i metoda konacnih elemena-
ta i metode za odredivanje mreZe pocele su se intenzivnije koristiti u inZenjerstvu i
matematici u alatima za simulacije kod racunalno potpomognutog inzenjerstva (eng.
Computer Aided Engineering, CAE).

'triangulacija. (srednjovj. lat. triangulatio, od lat. triangulum: trokut), odredivanje polozaja to¢aka u trigonometrij-
skoj mrezi trokuta. Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2013. — 2025.

(4. 6.2025.)
*Reni Banov, Tehnicko veleuciliste u Zagrebu
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Uvod

Metoda konacnih elemenata prvotno je kori$tena za numericko rjesavanje elip-
tickih i paraboli¢kih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, a razlog tomu bila je fleksi-
bilnost varijacijske formulacije problema pocetnog ili rubnog uvjeta prema zadanim
geometrijskim oblicima za doti¢ni tip parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Nesto
kasnije, nakon razvoja teorije u radovima brojnih matematicara, metoda je $iroko
prihvacena u inZenjerstvu za rjesavanje i drugih tipova parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi. Standardna metoda konacnih elemenata moze se primijeniti na slozenim
geometrijskim strukturama neovisno o tomu je li struktura pripremljena u racunal-
nom dizajnerskom alatu (eng. Computer Aided Design, CAD) ili je dobivena na neki
drugi nacin, primjerice skeniranjem slike objekta. Vazan korak za primjenu meto-
de konac¢nih elemenata predstavlja odredivanje mreze jednostavnih geometrijskih
elemenata (trokut, kvadrat, tetraedar, ...) kojom se aproksimira podrucje odredeno
slozenom geometrijskom strukturom. Primjerice, na Slici 1. vidimo slozenu geome-
trijsku strukturu (skenirani oblik brdovitog terena) nad kojom je generirana mreza
jednostavnih geometrijskih elemenata u obliku trokuta razli¢itih dimenzija. Na slici
uoc¢avamo podrudja razli¢itih oblika koja su opisana (prekrivena) varijabilnim bro-
jem trokuta, to jest, uocavamo podrudja priblizno istih fizickih dimenzija koja su
opisana s razli¢itim brojem trokuta. Raspored te broj generiranih trokuta posljedica
su primijenjenog algoritma za izradu mreze, u ovom sluc¢aju primijenjena je Delau-
nayova metoda. Generiranje mreze za geometrijske oblike u ravnini (2D) ucestala je
problematika za Cije su rjeSavanje razvijene brojne metode izrade mreze prilagodene
problemu koji se rjeSava. Spomenimo, primjerice, popularne metode zasnovane na
Delaunayovoj triangulaciji i Voronoijevim dijagramima [3]. U ovom ¢lanku opisat
¢emo metodu Delaunayove triangulacije nad skupovima tocaka i likova iz dvodi-
menzijskog prostora (ravnine).

Slika 1. Mreza trokuta za opis reljefa (Izvor: [2])
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Delaunayov kriterij

Postoji niz razlicitih nacina za formiranje mreze trokuta nad skupom tocaka iz
ravnine, medutim, u postupku Delaunayove triangulacije izabrane trokute karakte-
rizira jednostavno svojstvo koje nazivamo Delaunayov kriterij. Delaunayov kriterij
uvjet je kojim se zahtijeva da opisana kruznica (eng. circumcircle) svakog trokuta ne
sadrzi nijednu drugu toc¢ku iz skupa osim tri koje odreduju taj trokut. Ponekad se De-
launayov kriterij definira i kao svojstvo odabranih trokuta iz triangulacije kojima je
maksimaliziran najmanji unutarnji kut kod svih trokuta. [lustracija vizualne razlike u
obliku i rasporedu odabranih trokuta nad istim skupom toc¢aka, izmedu proizvoljne
mreze i mreze trokuta koja ispunjava Delaunayov kriterij, prikazana je na sljede¢im
dvjema slikama.

Slika 2. Proizvoljna mreZa trokuta Slika 3. Delaunayova mreZa trokuta

Uocavamo kako se trokuti na Slici 2. medusobno znatno razlikuju oblikom i di-
menzijom, dok su takve razlike izmedu trokuta na Slici 3. vidno manje pa triangula-
cija na toj slici izgleda .prirodnije” Boris Delaunay (1890. — 1980.) pokazao je u svom
radu [4] iz 1934. godine da triangulacija koja ispunjava taj kriterij, osim maksima-
lizacije najmanjeg kuta u trokutima, takoder ispunjava i kriterij minimalne najvece
opisane kruznice za trokute, te minimizira kruznicu koja sadrzi zadani skup tocaka.
Napomenimo kako je takva triangulacija po zadanim kriterijima lokalno optimalna
samo u ravnini, drugim rije¢ima, Delaunayova triangulacija skupa toc¢aka u prostoru
(3D) nije lokalno optimalna za maksimalizaciju minimalnog kuta u tetraedrima, ali
je lokalno optimalna za odredivanje minimalne sfere koja sadrzi zadani skup toc¢aka
u prostoru i posljedi¢no minimalizaciju najvecée opisane sfere generiranih tetraedara.

U inicijalnoj implementaciji [5] Delaunayov kriterij polazna je tocka za definira-
nje algoritma zamjene zajednicke stranice (Flip algoritam) kojom se odreduje mreza
trokuta u triangulaciji. Naime, pomocu toga kriterija odreduje se koje tocke iz skupa
¢ine vrhove trokuta .bliskih” istostrani¢nima, to jest koji parovi tocaka ¢ine bridove
trokuta tako da se o¢uva ujednacenost duljine stranice u trokutima. Ovakvi trokuti
koji su bliski istostrani¢nima imaju brojne prednosti spram .S$iljastih” (tankih) troku-
ta jer se s njima obi¢no postize ujednaceniji (.prirodniji’) opis geometrijskog oblika
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odredenog skupom toc¢aka. Novije implementacije (vidjeti [6,7,10]) koriste napred-
nije metode zasnovane na kriterijima ekvivalentnim Delaunayovom, ali sa smanje-
nim brojem potrebnih operacija za generiranje Delaunayove triangulacije.

Flip algoritam

Flip algoritam jedan je od jednostavnijih nacin odredivanja Delaunayove trian-
gulacije za skup toc¢aka u ravnini, a sam algoritam zasniva se na iterativnoj provjeri
i primjeni Delaunayova kriterija nad zajednickim stranicama formiranih trokuta.
Osim toga, Flip algoritam koristi se pri dokazivanju kako za svaki konacan skup toca-
ka u ravnini postoji Delaunayova triangulacija, kao i da je ona optimalna prema kri-
terijima maksimalizacije minimalnog kuta u trokutima, te za minimalizaciju opisane
kruznice najveceg trokuta i minimalizaciju kruznice koja sadrzi cijeli skup tocaka.
Ideju algoritma mozemo ilustrirati na jednostavnhom primjeru primjene Delaunayo-
va kriterija za odredivanje triangulacije za Cetiri tocke u ravnini sa Slike 4.

Slika 4. Zamjena brida za oéuvanje Delaunayova kriterija

Pretpostavimo da je formiran trokut ADB iz skupa to¢aka {A, B,C,D} (ili trokut
ACD iz istog skupa to¢aka). Dodavanjem tocke C (ili tocke B za trokut ACD) formirat
¢emo dva trokuta ADB i ACD koji dijele zajedni¢ku AD stranicu, kako je prikazano
na lijevoj strani Slike 4. Uo¢imo kako opisana kruznica oko bilo kojega od ta dva
trokuta uvijek sadrzi cetvrtu tocku te prema tome takva triangulacija ne ispunjava
Delaunayov kriterij na skupu toc¢aka {A, B,C, D} Medutim, ukoliko za taj skup tocaka
zamijenimo zajedni¢ku stranicu AD s bridom (stranicom) BC, dobit ¢emo triangula-
ciju koja se sastoji od dva trokuta ACB i CDB za koje ¢e Delaunayov kriterij ponovno
biti ispunjen kako je prikazano na desnoj strani iste slike. Jednostavno se moze poka-
zati (zadatak iz geometrije za matematicke gimnazije) kako nakon prethodne zamjene
zajednicke stranice kod triangulacije za skup to¢aka {A, B,C,D} vrijedi nejednakost
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mina, <minf;
1=i<6 1=i<6

za kutove u trokutima, tj. lokalno je ispunjen uvjet maksimalizacije minimalnog kuta.

Uotimo kako unija dvaju trokuta za {A,B,C,D} skup to¢aka predstavlja cetve-

rokut te da su obje zajednicke stranice AD i BC zapravo dijagonale konveksnog ce-
tverokuta. Moguce je pokazati ([6]) da je zamjena zajednickih stranica izvediva samo
ako se te dvije stranice sijeku, tj. samo ako se radi o dijagonalama konveksnog cetve-
rokuta. Postavlja se pitanje Sto ako nije moguca zamjena dviju stranica, medutim, u
tom slucaju (kako je dokazano u [6]) znamo da se radi o stranici koja lokalno ispu-
njava Delaunayov kriterij. Isto se tako mozemo zapitati dobivamo li nakon konac-
nog broja zamjena zajednickih stranica Flip algoritmom kao rezultat Delaunayovu
triangulaciju skupa toc¢aka. Ponovno se pokazuje (teorem iz [6]) kako nakon najvise
nn—1) zamjena (n je broj toc¢aka iz skupa) dobivamo Delaunayovu triangulaciju za
bilo koji izbor pocetne triangulacije. Drugim rije¢ima, mozemo napraviti proizvoljnu
triangulaciju skupa to¢aka u ravnini te primijeniti Flip algoritam na zajednickim stra-
nicama za dobivanje Delaunayove triangulacije. Prema tom teoremu mozemo zaklju-
¢iti kako za svaki konacan skup tocaka iz ravnine postoji Delaunayova triangulacija,
¢ime je opravdana primjena Flip algoritma za generiranje Delaunayove triangulacije
u rac¢unalom potpomognutom inZenjerstvu. Napomenimo kako Flip algoritam nije
jedini nacin dobivanja Delaunayove triangulacije za skup tocaka u ravnini, a primjere
drugih efikasnijih algoritama (reda O(n In(n))) mozemo na¢i u literaturi [7].

Dva primjera Delaunayove triangulacije

Za ilustraciju odredivanja triangulacije u ravnini primijenimo Flip algoritam za
nalazenje Delaunayove triangulacije jednostavnih konveksnih i nekonveksnih geo-
metrijskih likova. Primjerice, jednostavan konveksan lik u ravnini mozemo dobiti
odredivanjem poligona koji obuhvaca zadani skup toc¢aka u ravnini. Znamo kako
je poligon zatvorena izlomljena linija zadana s najmanje tri duzine p =3 koje se
ne sijeku u nijednoj tocki osim u zajednickim vrhovima T, tj. poligon je podrucje
omedeno duzinama

Stoga poligon koji obuhvaca proizvoljan konacan skup tocaka u ravnini mozemo
dobiti izborom onih tocaka iz skupa koje formiraju zatvorenu izlomljenu liniju tako
da su sve ostale tocke (koje nisu izabrane) unutrasnje tocke poligona. Na sljedecoj
slici prikazan je upravo takav poligon koji obuhvaca skup slucajno generiranih to-
¢aka iz ravnine te njegova Delaunayova triangulacija odredena Flip algoritmom, a
kruzi¢em na slici oznacene su izabrane tocke koje odreduju poligon.
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Slika 5. Delaunayova triangulacija skupa slucajnih tocaka

Za primjer primjene Delaunayove triangulacije u ra¢unalom potpomognutom
inZenjerstvu, promotrimo problem provodenja topline u stacionarnom stanju za tan-
ku metalnu plo¢u pravokutnog oblika (Sirine 4 i dubine 2) sa Slike 6. koja je rubo-
vima spojena na izvor konstantne temperature (50 °C). Inicijalna temperatura ploce
iznosi 0° Celzijusa, a ploca se nalazi u velikoj prostoriji na temperaturi zraka od 25 °C,
zbog ¢ega dolazi do prijenosa topline izmedu ploce i zraka u toj prostoriji.

50°C

50°C
D008

D009
Slika 6. Geometrijski oblik metalne ploce

Matematicki model koji opisuje brzinu promjene temperature ploce za tako za-
dane uvjete opisujemo jednadzbom provodenja topline (vidjeti [8,9])

—kAT =q,

gdje je q gustoca toplinskog toka, a k je koeficijent toplinske vodljivosti materijala
(kondukcije?®). Kako se ploc¢a nalazi u prostoriji i spojena je na konstantan izvor to-

*kondukcija (vodenje), prijenos topline koji se ostvaruje izmedu dva tijela ili izmedu dijelova tijela na razli¢itim
temperaturama medusobnim djelovanjem susjednih molekula razli¢itih brzina titranja oko ravnoteznog poloZaja.
Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2013. - 2025.

(4.6.2025.)
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pline, gustoca toplinskog toka bit ¢e odredena temperaturom konstantnog izvora to-
pline Q (= 50 °C) te razlikom temperature okoline T (= 25 °C) i temperature tijela T

q= h ) (Tv - T) >
gdje je h je koeficijent konvekcije?, tj. prijenosa topline u teku¢inama i plinovima.
Buducdi da je ploc¢a tanka (zanemarive debljine), problem moZemo promatrati u dvije
dimenzije, te se jednadzba provodenja topline svodi na elipti¢ku parcijalnu diferen-
cijalnu jednadzbu sljedeceg oblika
&T  O°T
—k+| S+ |=h(T, - T(x,
ax? 9y’ ( , Ty ))
T(x,—1)=T(x,1)=50, —2<x<2
T(=2,y)=T(2,y)=50, -1=y =<1,

dok uvjeti problema odreduju pocetnu temperaturu na rubovima ploce. Ne ulazeci
u nacin izvodenja metode kona¢nih elemenata za numericko rjesavanje problema na
mrezi trokuta iz triangulacije, u prvom koraku odredit ¢emo Delaunayovu triangula-
ciju koja opisuje geometrijski oblik na kojemu se rjesava zadana parcijalna diferenci-
jalna jednadzba. Na Slici 7. prikazana je Delaunayova triangulacija metalne ploce za
zadani oblik koja je dobivena postupnim profinjenjem mreze za zadani oblik ploce
dok nije dostignuta numericka to¢nost izra¢unatog rjesenja na tri decimalna mjesta.
Na slici se uo¢avaju podrucdja s razli¢itim brojem i velicinom trokuta, to je posljedica
gusto¢e mreZe na tim mjestima za postizanje trazene numericke to¢nosti.
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Slika 7. Delaunayova triangulacija metalne ploce

*konvekcija (kasnolat. convection: prijenos), u fizici, prijenos topline strujanjem fluida. Hrvatska enciklopedija, mrezno
izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2013. — 2025. https:/enciklopedija.hr/clanak/konvekcija (4. 6. 2025.)
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Sustav linearnih algebarskih jednadzbi koji slijedi iz elipticke parcijalne dife-
rencijalne jednadzbe nakon primjene metode kona¢nih elemenata tipi¢no se rjesava
primjenom iterativnih metoda linearne algebre te se dobivene numericke vrijednosti
prikazuju graficki nad zadanim geometrijskim likom. Rezultat numerickog izra¢una
za gustocu toplinskog toka na metalnoj ploci vidimo na Slici 8., gdje treca dimenzija
u prikazu predstavlja apsolutni iznos gustoce toplinskog toka na razli¢itim pozicija-
ma na ploci.

Slika 8. Gustoca toplinskog toka metalne ploce

Iz slike uo¢avamo kako je gustoca toplinskog toka ve¢a na rubovima ploce (brze
se zagrijava) te unutrasnjosti ploce u okolini izrezanog dijela (brze se hladi), dok je
relativno niza u podru¢jima izmedu (sporije se zagrijava i hladi).

Komentar

U ovom ¢lanku sazeto je prikazana temeljna ideja Delaunayove triangulacije te
je prikazan njezin op¢i pregled kao i primjeri primjene na geometrijskim modelima
u ravnini. Delaunayova triangulacija predstavlja ocit primjer primjene jednostavnog
matematickog kriterija koji rezultira velikom prakti¢cnom primjenom. Moze se slo-
bodno reéi kako Delaunayova triangulacija predstavlja temeljni algoritam u primjeni
metode konac¢nih elemenata u racunalom potpomognutom inzenjerstvu. Komplet-
niji prikaz upotrebe i prosirenja Delaunayove triangulacije na viSedimenzijske geo-
metrijske konstrukcije premasuje okvire ovog ¢lanka, ali se zainteresiranom Ccitatelju
preporuca potraziti dodatne informacije i objasnjenja u citiranoj literaturi te medu-
mrezju o ovoj zaista izvanrednoj strukturi.
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