SVOJSTVA CIKLOMETRIJSKIH (ARKUS) FUNKCIJA

Svojstva ciklometrijskih
(arkus) funkcija (1. dio)

GoRrAN KovAaCEVIE!

Sazetak

U nastavi na tehnickim fakultetima cesto se nedovoljno rade ili potpuno izbje-
gavaju zadatci s ovim funkcijama jer zahtijevaju izvrsno poznavanje svojstava trigo-
nometrijskih funkcija. Cilj rada je da se prosje¢ni student tehnickog fakulteta bo-
lje upozna s arkusima i tako oslobodi straha od osnovnih rac¢unskih operacija s tim
funkcijama. Stoga se u radu navode i jednostavnim metodama dokazuju njihova os-
novna svojstva, kao $to su (ne)parnost, simetrija i veze izmedu razli¢itih funkcija, te
se izvode formule za zbroj i razliku istih ciklometrijskih funkcija.

Kljucne rijeci:ciklometrijske funkcije, arkus funkcije, trigonometrijski identiteti,
zbroj i razlika arkus funkcija, nastava matematike na tehnickim fakultetima

1. Uvod

Tesko je zamisliti dana$nju matematiku, inzenjerstvo i prirodne znanosti bez tri-
gonometrijskih funkcija. Njihova primjena je neizbjezna pri opisivanju periodi¢nih
pojava kao $to su valovi i oscilacije, a koriste se i u rjeSavanju slozenih geometrijskih
problema i matemati¢kih jednadzbi. Cesto nam nije potrebna sama vrijednost trigo-
nometrijske funkcije, ve¢ je potrebno pronaci argument trigonometrijske funkcije
koji odgovara zadanoj numerickoj vrijednosti. Iz tog su razloga uvedene ciklome-
trijske (ili arkus) funkcije: arkus sinus (arcsinx), arkus kosinus (arccosx), arkus
tangens (arctan x) i arkus kotangens (arccotx). To su inverzne funkcije restrikcija
odgovarajucih trigonometrijskih funkcija na intervale na kojima su trigonometrijske
funkcije strogo monotone (a time i injektivne). Odabir takvih intervala osigurava
strogu monotonost arkus funkcija.

Strogo rastuca surjekcija

. T .
arcsin: [— 1,1] - [_E’E} y =arcsinx

'Goran Kovacevi¢, Pomorski fakultet u Splitu, Split
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je inverzna funkcija strogo rastuce surjekcije sin : [—5,5] - [— 1,1], x =siny.
Strogo padajuca surjekcija
arccos: [— 1,1] - [O,JZ], y =arccosx

je inverzna funkcija strogo padajuée surjekcije cos :[0,77] > [~ 1,1], x=cosy.

Strogo rastuca surjekcija

T
arctan: R - <_E’5>’ y =arctanx

je inverzna funkcija strogo rastuce surjekcije tan : <_E’E> =R, x=tany.

Strogo padajuca surjekcija
arccot: R = <0,7‘[>, y =arccotx

je inverzna funkcija strogo padajuce surjekcije cot : <0,.7'L’> =R, x=coty.
Stoga vrijede sljedece relacije:

) . T
y =arcsinx & x =siny, xE[—l,l],yE[—E,z]

Yy =arccosx & x=cosy, x€E [— 1,1], yE [O,n]

T
y=arctanx < x =tan y, xER,yE<—E,E>

y=arccotx ®x=coty, x€E R, y E(O,n).

Osim §to omogucuju rjeSavanje trigonometrijskih jednadzbi, ciklometrijske
funkcije se cesto koriste u analitickoj geometriji, pri rjesavanju integrala i diferen-
cijalnih jednadzbi, u teoriji signala te u racunalnoj grafici i navigacijskim sustavima.
U nastavi na tehnickim fakultetima se ¢esto nedovoljno rade ili potpuno izbjegavaju
zadatci s ovim funkcijama jer zahtijevaju izvrsno poznavanje svojstava trigonometrij-
skih funkcija. Cilj rada je da se prosjecni student tehnickog fakulteta bolje upozna s
arkusima i tako oslobodi straha od osnovnih rac¢unskih operacija s tim funkcijama.
Stoga se u radu navode i jednostavnim metodama dokazuju njihova svojstva, kao
§to su (ne)parnost, simetrija i veze izmedu razli¢itih funkcija te se izvode formule za
zbroj i razliku istih ciklometrijskih funkcija.

2. Svojstva arkus funkcija

U ovom poglavlju navodimo i odmah dokazujemo osnovna svojstva arkus funk-
cija. Nizove dobivenih jednakosti u svakom dokazu zapisujemo s komentarima u
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zagradama. Dakle, onako kako bismo ih na plo¢i zapisali studentima tako da budu
pregledni i omoguce lakse pracenje logickog slijeda dokaza.

2.1. Svojstva funkcije arkus sinus
1a) arcsinx = —arcsin(—x), Vx€[-11]

Dokaz:
arcsinx =y

x =sin y (definicija)

—x =—sin y (mnoZenje s -1)
—-x= sin(—y), -yE [—%,%} (neparnost funkcije sinus)

arcsin(—x)=—y (definicija)
—arcsin(—x) = y (mnozZenjes -1)

= arcsinx = —arcsin(—x), Vx € [— 1,1].

7
1b) arcsinx = 5— arccosx, Vx € [— 1,1]

Dokaz:
arcsinx =y

x =sin y (definicija)

X = cos (%— y), %— y€lo,7] (trig. formula)
arccosx = %— y (definicija funkcije arkus kosinus)

. 7
= arcsinx = E—arccos x, Vx€ [— 1,1] .

1¢) arcsin x = sgn xarccosv1—x>, Vx €& [-11]

Dokaz:

arcsinx =y
T
) Za x€[-10): (tadaje ye[—?0>):

x =sin y (definicija)
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cosy=+1— x%, yE [O,%} (trig. formula)
y= arccosm (definicija funkcije arkus kosinus)
= arcsin x =arccos \/ﬁ
**) Za x € [— 1,0] :

la)
arcsin x =—arcsin (— x) =—arccos/1—(—x —arccosV1—x’
(*) i (* yf) = arcsinx = sgnxarccosxll—x2 , Vx€e [— 1,1]

1d) arcsin x = arctan a , Vx€e <— 1,1>
1—x*

Dokaz:

arcsinx =y
Napomena: Za x E( 1, 1> je y € <—% %>

x =sin y (definicija)
tany = , yE <—£,£> (trig. formula)
1-x° 22

(definicija funkcije arkus tangens)

=arctan —

X
=, Vx&(-11)

1—x
V1—x?

le) arcsin x = sgn xarccot | | , Vxe[-1,1\ o}
x

= arcsin x = arctan

Dokaz:
arcsinx =y

*) Za x € <0,1] (tadaje y € <0,%] ):

x =sin y (definicija)

1—x°

coty = , yE <O,%} (trig. formula)
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2

y =arccot (definicija funkcije arkus kotangens)

1—x%

= arcsin x = arccot
(") Zax€[-10):
2

la) (*)

. . 1—x
arcsin x =—arcsin (—x) =—arccot

= —arccot

-
y
= |7
= =
N—
(3]

—x
(*) i (* *) = arcsinx = sgnxarccotT, Vx € [— 1,1]\ {0}
x
2.2. Svojstva funkcije arkus kosinus
2a) arccos X = 7T —arccos (—x), Vx e [— 1,1]

Dokaz:
arccosx =y

x = cos y (definicija)

—x =—cos y (mnoZenje s —1)

—X = cos (r[ - y), n—y€[0,7] (trig. formula)
arccos(—x) = — y (definicija)
= arccos X = Jr —arccos (—x), Vx € [— 1, 1]

1—sgnx
2b) arccosx = Tgn +sgnxarcsin\/1—x2 , Vx€E [— 1,1]

Dokaz:
arccosx =y

™) Za x € [0,1] (tadaje y € [0,%] ):
x = cos y (definicija)
siny=+1—x>, y€ [O,%:| (trig. formula)

y =arcsiny/1—x* (definicija funkcije arkus sinus)

: 2
= arccosx =arcsinyl—x
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(") Za x€[-1,0]:

22) *)
arccosxan arccos( x) T —arcsin/1— ( ) = 7t —arcsiny/1—x*

(*) i (* *)=>arccosx= l_szgnxn+sgnxarcsin\/1—x2, VxE[—l,l]

I—sgnx Vi-x*
7T +sgnxarctan

, Vxe[-11\ o}

2¢) arccos x =
[+

Dokaz:
arccosx =y

*) Za x € <0,1] (tadaje y € |:O,§> ):

x = cos y (definicija)

2

al , y€|:0,%> (trig. formula)

tany =

2

y =arctan (definicija funkcije arkus tangens)

1—x

= arccos x = arctan
X

(") Zax€[-10):

2a) 1’1— —x _x2

arccosx =mw— arccos( J'L' arctan—— =g —arctan
—-X

1—sgnx V1—x?
2

7T +sgn xarctan || , VxE[—l,l]\{O}
X

(*) i (* *) = arccosx =

X
2d) arccos x = arccot = Vx e <— 1,1>

1—x
Dokaz:
arccosx =y

Napomena: Za x € <— 1,1> je y &€ <O,n> .
x = cos y (definicija)

a = JE <O,7r> (trig. formula)
1-x

coty=
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y =arccot (definicija funkcije arkus kotangens)

1—x

X
=, Vx€(-L1)

1—x

= arccos x = arccot

2.3. Svojstva funkcije arkus tangens

3a) arctanx = —arctan(—x), Vx€R

Dokaz:
arctanx =y

x=tany (definicija)
—x =—tan y (mnozenje s -1)
2°2

arctan (—x) = —y (definicija)

—X= tan(— y), —-y€E <—E E> (neparnost funkcije tangens)

—arctan(—x)=y (mnoZenje s -1)

= arctanx = —arctan(—x), VxER

7
3b) arctanx = E —arccotx, Vx€ER

Dokaz:
arctanx = y

x=tany (definicija)
X =cot (%— y), %— yE (O,n) (trig. formula)
arccotx =—— ¥ (definicija funkcije arkus kotangens)

JT
= arctanx = E_ arccot x, VxeR

VxEeR

x
3¢) arctan x = arcsin ,
V1+x*

Dokaz:
arctanx =y

x=tany (definicija)
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siny = <—z E> (trig. formula)

y =arcsin \/Lz (definicija funkcije arkus sinus)
I+x

VxeR

. X
= arctan x = arcsin ,
2
V1+x

1
3d) arctan x = sgn xarccos ,
V14 x?

Dokaz:

VxEeR

arctanx = y

*) Za x=0 (tadaje yE[O,%>):

x=tany (definicija)

cosy= \/— { > (trig. formula)

1
y =arccos \/—2 (definicija funkcije arkus kosinus)
I+x

= arctan x = arccos

|

1+x°
* Za x<0:
1
arctanx =—arctan (—x) =—arccos—————=-— arccos
J1+(=x) + X’
(*) i (* *)=>arctanx—sgnxarccos , VxeR

1+x2

3e) arctanx = sgnx arccotﬁ, Vx E R\ {0}
x

Dokaz:
arctanx =y

™) Za x>0 (tadaje y € <0,%> ):
x=tany (definicija)
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1
coty=—, y€E <0,%> (trig. formula)
X

y= arccotl (definicija funkcije arkus kotangens)
X

1
= arctan x = arccot—
X

**) Za x<0:
32) *) 1
arctan x =—arctan (—x) =—arccot—
—X

(*) i (**)=>arctanx=s nxarccoti, VxERN 0
g |x

2.4. Svojstva funkcije arkus kotangens

4a) arccot x = r—arccot(—x), VxER

Dokaz:
arccotx =y

x = cot y (definicija)
—x=—coty (mnozenjes-1)
—-x= cot(n - y), n—y€E (0,71) (trig. formula)
arccot (—x) = 7 — y (definicija funkcije arkus kotangens)

= arccotx = m—arccot(—x), VxER

1
7T +sgn xarcsin ,
VI+x?

arccotx =y

VxeR

1—sgnx
4b) arccotx = 2g

Dokaz:

*) Za x=0 (tadaje yE<O,%}):

x = cot y (definicija)

siny = ! yE <0 Z] (trig. formula)
V1+x* ’ "2 '

1
y =arcsin \/72 (definicija funkcije arkus sinus)
1+x
1

= arccot x = arcsin -
Vv1+x
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**) Za x=<0:
4a) (*)

1 1
arccot x = 7 —arccot(—x) = 7 —arcsin————— = 7 —arcsin
\I1+(—x)2 VI+x?

1—sgnx - } 1
— —m+sgnxarcsin ,
2 Vi+x®

VxeR

VxeR

(*) 1 (* *) = arccotx =

X
4c¢) arccot x = arccos ,
V1+ x2

Dokaz:
arccotx =y

x = cot y (definicija)

x

= Y€ (0,7) (trig. formula)
I+x

cosy =

y =arccos \/xfz (definicija funkcije arkus kosinus)
I+x

VxEeR

X
= arccot x =arccos =>
V1+x

1—sgnx

1
4d) arccotx = m+arctan—, VxRN {0}
x

Dokaz:
arccotx =y

™) Za x>0 (tadaje y € <0,%> ):
x = cot y (definicija)

1
tany = Pl S <O,%> (trig. formula)

1
y=arctan— (definicija funkcije arkus tangens)
x

1
= arccotx =arctan—
x
**) Za x<0:
4a) *) 1 3 1
arccot x = —arccot (—x) =g —arctan— = +arctan—
—X x

(*) i (**) = arccotx = 1_S%Jt+arctanl, Vx € R\ {0}
x
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Napomena.Primjenom formula 1b) i 3b) moze se izvesti jo§ formula. Npr.

1b) 77 1d) 77 x
arccosx = ——arcsinx = ——arctan—, Vx E <— 1, 1>,
2 2 1—x°
3b) 7T 3¢) I X
arccotx = ——arctanx =——arcsin——, Vx€ER.
2 2 Vi+x®

U nastavku ¢lanka donosimo formule za zbrojeve, odnosno razlike pojedinih
trigonometrijskih funkcija, te jedno zanimljivo svojstvo funkcije arkus kosinus.

Dodatak. Grafovi arkus funkcija
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Slika 1. Graf funkcije arcsin x Slika 2. Graf funkcije arccos x

tan X - cotx
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arctan x

Slika 3. Graf funkcije arctan x Slika 4. Graf funkcije arccot x
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