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Koje je boje Sunce?

Kada pitamo koje je boje Sunce, vrlo vjerojatno prvo pomislimo: Zute. No to je odgo-
vor na sasvim drugo pitanje: kako nam izgleda Sunce dok ga gledamo s povrsine Zemlje
usred bijela dana? Ovo se pitanje od pocetnoga razlikuje ¢ak u Cetiri stavke, koje zajed-
nicki dovode do odgovora Zuto: (A) izgleda, (B) nama, (C) s povrSine Zemlje, (D) usred
bijela dana. Na kraju krajeva, Zutim nam se ne ¢ini samo Sunce, ve¢ prividni vijenac bljes-
tavila koji ga okruZzuje dok ga pokuSavamo gledati postrance. Da poku§amo izravno gle-
dati u svoju zvijezdu, odmah bismo se nasli zasljepljenima. Osim toga, na Zutu boju Sunca
moZemo racunati samo usred bijela dana jer svi znamo da je u rano jutro i u kasnu vecer
prividna boja Sunca bliZa crvenoj. Taj privid boje Sunca, od Zute do crvene, nastaje iz is-
tih razloga zbog kojih nam se dnevno nebo ¢ini plavim. Medu osnovnim razlozima, pored
samog spektra Sunceva zracenja, nalaze se mehanizmi apsorpcije i rasprSenja svjetlosti u
atmosferi (Rayleighovo rasprSenje [1]) i spektralna osjetljivost ljudskog oka [2] (razlike u
osjetljivosti oka na razlicite boje). U te mehanizme ne¢emo dalje ulaziti. Izvrsnu razradu
ove teme Citatelj moZe naci u domacoj zbirci [3].

Sljedeci odgovor koji nam vjerojatno pada na pamet jest da je Sunce bijele boje. Iako
nacelno toc¢an, ovaj odgovor mogao bi nam se uciniti ispraznim jer bijela nije ¢ista boja:
ne postoji valna duljina bijele boje. Naprotiv, bijelom dozivljavamo vise ili manje jednoli-
ku mjeSavinu Cistih boja. Stoga se (barem ispocetka) ¢ini da takvim odgovorom moZemo
biti opravdano nezadovoljni. Mnogi ¢e pomisliti neSto poput “zna$ dobro §to te pitam”,
misle¢i pod time: ako Sunce ve€ ne sjaji isklju¢ivo jednom bojom, kojom onda sjaji najvi-
se? Koja je boja u njegovu spektru najzastupljenija? Upravo ¢emo se tim pitanjem ovdje
pozabaviti.

Za razmisljanje: spektar vidljive svjetlosti (spektar duginih boja) pokriva svu
vidljivu svjetlost, tj. obuhvaca valne duljine sve svjetlosti raspoznatljive ljudskome
oku. No mozete li u njemu naci boje poput smede, ruzi¢aste, maslinaste (...)? Kako
to da onda takve boje raspoznajemo?

Internetskom pretragom pojma “Suncev spektar” ili “spektar Sunceva zracenja” vrlo br-
zo nalazimo slike koje u vecini slucajeva odgovaraju lijevome grafu sa slike 1. On prika-
zuje spektar Sunceva zracenja u ovisnosti o valnoj duljini (vertikalna os namjerno je izos-
tavljena jer jo§ ne znamo koju fizicku veli¢inu taj spektar predstavlja). Uz malo upornosti
tu i tamo naci ¢emo i spektar s desnoga grafa, koji prikazuje ovisnost Sunceva zracenja
0 njegovoj frekvenciji. Lijevi graf jasno nam sugerira da je maksimum Sunceva zracenja
oko plave boje. (Hmm, plave? Od svih boja, plava je vjerojatno medu zadnjima na ko-
ju bismo pomislili.) No desni graf prikazuje nam ne$to sasvim drugo: da bi maksimum
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zracenja trebao biti duboko unutar infracrvenog dijela spektra. O ¢emu se tu radi? Je li
to neka greska? Ne, nije. Oba grafa su ispravna i prikazuju “jednu te istu stvar”!
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Slika 1.

Da bismo razumjeli odnos izmedu ovih dvaju spektara — kako mogu biti toliko razliciti,
a opet prikazivati “istu” stvar — krenimo od osnova. Vidljiva svjetlost koju Sunce odasilje
dio je njegova spektra toplinskoga zracenja [4]. Sve tvari na temperaturi iznad apsolutne
nule emitiraju toplinsko zracenje, pri ¢emu svojstva njihovih spektara (koli¢ina i raspo-
djela zracenja po frekvencijama ili valnim duljinama) ponajvise ovise o temperaturi tije-
la. Opce je poznato da tijela na sobnoj ili njoj bliskoj temperaturi (poput ljudskoga tijela)
najviSe zrace u infracrvenom dijelu spektra. Spektralni detalji toga zracenja u odredenoj
mjeri mogu ovisiti 1 o svojstvima samog materijala ili tvari koja zraci. Tijelo koje zraci
“najbolje §to moze”, tj. tijelo ¢iju emisiju toplinskoga zracenja ne potiskuju sekundarni
ucinci, nazivamo savrSenim crnim tijelom [5, 6]. PovrSina Sunca do na visoku razinu ap-
roksimacije ponasa se poput savrSenog crnog tijela. Bududi da nas zanimaju samo grubi
detalji njegova zracenja, u ovome ¢lanku dalje ¢emo ga smatrati savrSenim crnim tijelom,
povrsinske temperature 7 = 5800 K.

Naziv crno tijelo dolazi zbog toga Sto ono, pored “maksimalnog” emitiranja top-
linskog zracenja, apsorbira sve zracenje koje na njega upada. Vezu izmedu te emi-
sije 1 apsorpcije ¢ini Kirchhoff zakon zracenja [7] prema kojem su emitivnost € i
apsorptivnost o danoga tijela (u termodinamickoj ravnoteZzi) jednake: € = o. Bez
ulaZenja u njihove definicije, recimo samo da veli¢ine € i o poprimaju vrijednosti
izmedu 01 1,t. 0 % i 100 %. One mjere koliko “dobro” tijelo emitira ili ap-
sorbira zracenje: nimalo pri vrijednosti 0, a “maksimalno dobro” pri vrijednosti 1.
Apsorptivnost savr§enog crnog tijela po definiciji je oo = 1, odakle posredstvom
Kirchhoffa zakona zracenja slijedi maksimalna u¢inkovitost emisije toplinskog zra-
cenja: € =1.

Prisjetimo se §to sve tijelo moZe uciniti s upadnim zraCenjem. MoZe ga upiti (ap-
sorbirati), odraziti (reflektirati) ili propustiti (transmitirati). Koliko je koji proces
ucinkovit mjere ve¢ spomenuti koeficijent apsorptivnosti o te koeficijenti reflek-
tivnosti p i transmitivnosti 7. Kako svi odgovaraju udjelima zracenja koje tijelo
apsrobira, reflektira ili transmitira, svi poprimaju vrijednosti izmedu 0 i 1 te zado-
voljavaju:

a+p+7=1. (%)
Kad bismo mogli “iskljuciti” toplinsko zracenje tijela, savr§eno crno tijelo ne bi re-
flektiralo nikoju koli¢inu upadnoga zracenja (jer ga sveg apsorbira) pa bi nam izg-
ledalo crno. “Uklju¢imo” li ponovno toplinsko zracenje, uz pretpostavku da je na
dovoljno visokoj temperaturi da nezanemarivo zraci unutar vidljivog spektra, takvo
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tijelo izgledalo bi nam usijano, odnosno svijetlo. Bududi da jedno te isto tijelo mo-
Ze biti i crno 1 svijetlo, ta dva pojma pripadaju razli¢itim kategorijama te ih ne treba
mijesati niti koristiti kao opre¢ne. Pojam suprotstavljen svijetlome je tamno. Po-
jam suprotstavljen crnome bilo koja je boja koja nije crna. Veéinu objekata kojima
smo okruZzeni, ukljucujuéi i ljudsko tijelo, u smislu toplinskoga zracenja na danoj
temperaturi pribliZno mozZemo smatrati crnim tijelima. No i dalje ih moZemo vid-
jeti u razli¢itim bojama zato Sto “Sarenu” svjetlost koja dolazi s nesavrSenog crnog
tijela ¢ini svjetlost iz okoline koja se reflektira s tog tijela, a ne toplinsko zracenje
samoga tijela.

Formalnu razliku izmedu crnog i tamnog tijela (ne u smislu svakodnevne upotre-
be, veé ozbiljne upotrebe u fizici) moZemo odrediti temeljem relacije (). Bududi
da tamnim tijelom smatramo ono koje “nije svijetlo”, ono ne smije ni na koji na-
¢in odasiljati svjetlost putom koje bismo ga vidjeli. To znaci da kad je obasjano
okolnom svjetlos¢u, tamno tijelo ne smije je reflektirati. Stoga mu reflektivnost is-
cezava: p = 0. S druge strane, ¢ak i kad je vrlo zagrijano, tamno tijelo ne smije
isijavati, Sto znaci da mu i emisivnost iS¢ezava: € = 0. Posredstvom Kirchhoffa
zakona zracenja iS§¢ezava mu i apsorptivnost: o = 0, $to u kombinaciji s p = 0
prema relaciji (%) povlaci: 7 = 1. SavrSeno tamno tijelo savrSeno je transmitiv-
no, tj. prozirno za elektromagnetsko zracenje! Dakle, u smislu formalne upotrebe
u fizici, savrSeno crno tijelo definirano je potpunom apsorptivno$éu (o = 1), a sa-
vrieno tamno tijelo potpunom transmitivno$éu (7 = 1). Upravo je to u pozadini
imena tamne tvari [9] — predvidene vrste tvari koja bi trebala ispunjavati svemir, a
koju jo$ nismo uspjeli detektirati bas zato jer ne medudjeluje s elektromagnetskim
zraCenjem. Tamna tvar potpuno je prozirna za svjetlost koja bez i najmanje zadrske
prolazi kroz nju.

Za razmisljanje: zamislite da ostavimo sjajan (uglacan) nov¢ié na suncu. Kako
to da ée se bitno zagrijati ako mu je refleksivnost visoka, a prema tome apsorptiv-
nost niska? Uzmite u obzir da koeficijenti o, p, T ovise o frekvenciji zracenja, a
metali su tipi¢no sve reflektivniji prema infracrvenome podrucju.

Najjednostavniji zakon vezan uz toplinsko zracenje — koji nam je zasigurno poznat iz
Skole — Stefan-Boltzmannov je zakon [8]. Zakon tvrdi da ukupan intenzitet I toplinskoga
zracenja savrSenog crnog tijela ovisi o ¢etvrtoj potenciji njegove apsolutne temperature 7,
i to samo o njoj

[ =oT". (1)
Faktor proporcionalnosti 6 poznat je kao Stefan-Boltzmannova konstanta, iznosa o =
5.67-10~8 W=2K~*. Prije nego $to razjasnimo znacenje “ukupnoga”, rijeSimo prvo po-
jam intenziteta. U svakodnevnom je govoru “intenzitet” jedna od najce$ce zlorabljenih
rijeci. Koristimo je za Citav spektar znacenja: kao mjeru kakve jacine, brzine, ubrzanja,
sile, snage (...), ¢ak i same energije ili koli¢ine cega. U fizici je pojam intenziteta jasno
definiran i odgovara snazi (prenesenoj, emitiranoj, apsorbiranoj, propustenoj, reflektira-
noj) po jedinici povrSine, odnosno — posredstvom snage — energiji po jedinici povrSine u
jedinici vremena:
. aep  &PE 5
T d2A dAdr 2
Ovdje P predstavlja snagu, a E energiju; A povriinu, a ¢ vrijeme. Citatelj koji nije upoz-
nat s pojmom mijeSanih derivacija ne treba se zamarati detaljima ovog izraza jer ih ne-
¢emo dalje koristiti. No moramo ga navesti radi jasnoce i potpunosti. Pod intenzitetom
toplinskoga zracenja, naravno, govorimo o energiji zracenja emitiranoj u jedinici vremena
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s danog elementa povrSine tijela. Konacno, pod pojmom “ukupnoga” intenziteta podra-
zumijevamo intenzitet zracenja svih frekvencija ili valnih duljina.

Frekvencija zracenja bitniji je pojam od njegove valne duljine. 1z $kole svi zna-
mo da pri prijelazu izmedu materijala razlicitih indeksa loma svjetlost (opcenito,
elektromagnetsko zracenje) mijenja svoju valnu duljinu. Ali frekvenciju ne mijenja;
ona ostaje ista. U lai¢koj se upotrebi prednost daje valnoj duljini jer je pojam dulji-
ne intuitivniji od pojma vremena: duljinu mozZemo vidjeti ili barem vizualno zamis-
liti, dok vrijeme doZivljavamo unutarnjim osjeéajem koji je nedostupan osnovnim
osjetilima. Frekvencija je svojstvo izvora, dok na valnu duljinu dodatno utjecu i
svojstva materijala. No na obje veli¢ine takoder utjecu i promatraceve okolnosti:
za promatraca u relativnome gibanju spram izvora zracenja, ili ¢ak u gravitacijsko-
me polju razli¢itom od onoga u kojemu se nalazi izvor, zbog Einsteinove relativnosti
dolazi do stvarne promjene i frekvencije i valne duljine zracenja.

Za razmiSljanje: pri prijelazu iz guséeg u rjede opticko sredstvo dolazi do sabi-
janja valne duljine svjetlosti. Razlika izmedu indeksa loma vode i zraka dovoljno je
velika da to skracivanje bude primjetno. Stoga, ako netko iz zraka obasjava bazen
vode crvenom svjetloS¢u, hode li ronilac u bazenu tu svjetlost vidjeti kao crvenu ili
kao zelenu?

I dok nam Stefan-Boltzmannov zakon (1) govori o ukupnome zra¢enome intenzitetu
svih frekvencija, za ocCekivati je da Ce tijelo na danoj temperaturi odasiljati razli¢itu ko-
li¢inu zracenja na razlic¢itim frekvencijama. To znaci da moZemo uvesti pojam gustoce
intenziteta i, po jedinici frekvencije v, koju definiramo kao

) dr

lv(v) =av (3)
Ova gustoca — koju nazivamo i spektrom intenziteta ili spektralnom gusto¢om intenziteta
— odredena je poznatim Planckovim zakonom zracenja [10]

) orh V3
lv(v) = 7ehv/kT 1 (4)

gdje je h Planckova konstanta, ¢ brzina svjetlosti u vakuumu, k& Boltzmannova kontan-
ta, a T apsolutna temperatura tijela. Gustoc¢a kakvu mi koristimo normirana je tako da
nam integral po svim frekvencijama daje ukupan zraceni intenzitet, odnosno reproducira

Stefan-Boltzmannov zakon?
00 ) 27'[5](4
/0 lv<V)dV = W’I—A = O'T4. (5)

Planckov spektar (4) vrlo dobro aproksimira stvarni frekvencijski spektar Sunceva zrace-
nja s desnoga grafa slike 1. Stoga ¢emo ga dalje koristiti kao matematic¢ki model Sunceva
spektra.

* k ok

3 Stefan-Boltzmannov zakon eksperimentalno je bio poznat prije Planckova zakona u njegovoj pozadini. Stovie,
Planckovo otkrice spektra (4) — kao razrjeSenje proslavljenog povijesnog problema ultraljubicaste katastrofe —
jedna je od najuzbudljivih pri¢a u razvoju fizike, koja je dovela do ubrzanog razvoja kvantne mehanike. U svakom
slucaju, Planckov zakon posredstvom (5) jasno razotkriva pozadinsku strukturu Stefan-Bolzmannove konstante

o 2kt
IREE
koja je prije Planckova otkrica bila poznata iz mjerenja, ali je se nije moglo objasniti dubljim zakonima.
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Sada napokon moZemo objasniti zaSto se Suncev spektar s lijevoga grafa slike 1 — ovi-
san o valnoj duljini zracenja — toliko razlikuje od desnog, frekvencijskog spektra da im
se maksimumi ne slazu po pitanju boje zraenja. Sasvim analogno definiciji (3) gusto-
e intenziteta po jedinici frekvencije, gustocu intenziteta iy po jedinici valne duljine A
definiramo kao
2 (1) = | 3 ®)
i, al

Modul se pojavljuje samo zato $to Zelimo da ta gustoca bude pozitivna, dok ¢e se tijekom
sljedeceg racuna pojaviti za naSe potrebe nebitan minus kojeg se ovakvom definicijom “ru-
¢no” rjeSavamo. Kako bismo frekvencije zraCenja preracunali u valne duljine, koristimo
poznatu valnu relaciju VA = ¢, prema kojoj su frekvencija v i valna duljina A jednos-
tavnih putujucih valova vezane brzinom njihova rasprostiranja — u naSem slu¢aju brzinom
svjetlosti ¢. Kako se definicije (3) i (6) razlikuju fo veli¢ini kojom deriviramo intenzitet,
potrebna nam je veza izmedu diferencijala dv i dA koji ¢ine tu razliku. Lako je nalazimo
deriviranjem ovisnosti koja slijedi iz VA = c:

c dv c A2
ver = T=f = d= @)
UvrStavanjem takvog dA u (6) nalazimo
. c dI c .
ll(/l)z —ﬁa :ﬁlv(V:C/l). (8)

Odavde vidimo da gustocu i, ne dobivamo samo izraZzavanjem frekvencije preko valne
duljine unutar izraza za i,. Naprotiv, zbog promjene veli¢ine po kojoj gustocu razmatra-
mo — zbog prijelaza s gustoce po jedinici frekvencije na gustocu po jedinici valne duljine
— dolazi do dodatnog “izobli¢enja” spektra i} ¢lanom A2, stoga iz (4) i (8) imamo
A5
. 2
Uzrok ovome nelinearna je veza izmedu v i A zbog koje se intervali jednake Sirine dv
pri razli¢itim frekvencijama ne preslikavaju u intervale dA ujednacene Sirine. Ta netrivi-
Jjalna ovisnost izmedu Sirina intervala dviju veli¢ina u nelinearnoj vezi odraZava se njiho-
vom derivacijom iz (7), ovisnom o A . Upravo se po tome razlikuju dva spektra sa slike 1.
Upravo zbog tog dodatnog “izobli¢enja” ¢lanom A ~2 odgovornim za transformaciju §iri-
na intervala iz razlicitih defincija gustoce dolazi do pomaka spektralnih maksimuma pri
prijelazu s jedne veli¢ine na drugu. Koliko treba biti oprezan pri koriStenju i tumacenju
pojma gustoée (nasuprot ukupnoj nakupljenoj veli¢ini ¢iju gustocu razmatramo) najbolje
odraZzava sljedeca Sala:
Koliko Vatikan ima Papa po kvadratnome kilometru?
Odgovor: 2.04, zato jer je povrsina Vatikana 0.49 km?.
* x Kk
Sada ¢emo odrediti poloZaje maksimuma spektralnih gustoca i, 1 iy iz (4) i (9). U
oba slucaja koristit éemo pokratu
hv  hc
kT — AkT
kao zamjensku veli¢inu za frekvenciju (v = xkT/h) i valnu duljinu (A = he/xkT) jer
¢e nam to olakSati bitne dijelove racuna. IzraZen preko x, spektar i, poprima oblik
2nk’T? X3
I (11)
h2c? e —1
PoloZaj njegova maksimuma — koji éemo oznaciti s x3 jer se x u brojniku pojavljuje pod
tre¢om potencijom — nalazimo uobi¢ajenim postupkom. Kako je tangenta na spektar u

X =

(10)

iy(v = xkT/h) =



njegovu maksimumu horizontalna (koeficijent njezina nagiba je 0), taj postupak svodi se
na odredivanje nultocke x3 derivacije spektra:

diy| [ —x) -3
| (e —1)2

X3

=0 = ¢®(3—-x3)—-3=0. (12)
3 X3
Razlomacki predfaktor pun konstanti iz (11) ne utjece na postupak traZenja nultocke, sto-
ga ga nismo prepisivali, ve¢ smo zadrzali samo bitnu ovisnost o x. RjeSenje posljed-
nje jednadzbe iz (12) ne moZe se izraziti u zatvorenoj formi elementarnih funkcija. Ali
lako ga odredujemo numeric¢ki: x3 ~ 2.82144. Za Sunce, povrSinske temperature
T = 5800 K, frekvencija v; pri kojoj spektar i, postiZze maksimum prema tome je:

kT
Vi = ’“T =341 THz = A(v;) = 880nm. (13)

Oznakom Vv; naznacili smo da ova frekvencija maksimira spektar energijskog intenzite-
ta i,. Uskoro ¢emo razmatrati alternativnu vrstu spektra pa ¢e izbor ovakve oznake pos-
tati jasniji. Valna duljina A (v;) ne maksimira spektar i; (nju tek moramo odrediti); to je
naprosto valna duljina koja odgovara frekvenciji v;, izraunata relacijom A(v;) = ¢/v;.
Ona nam samo pomaze u prepoznavanju “boje” pri kojoj i, postiZe maksimum jer o bo-
jama obic¢no razmisljamo u kontekstu valnih duljina, umjesto frekvencija: svi znamo da
se spektar vidljive svjetlosti (u vakuumu) proteze ugrubo izmedu 400 i 700 nm. Ve¢ iz te
opce spoznaje moZemo zakljuciti da je maskimum spektralne gustoce i, u infracrvenom
dijelu spektra, Sto jasno odgovara desnome grafu sa slike 1. Glatki Planckov spektar i, —
kao najosnovniji model stvarnoga spektra sa slike 1 — prikazuje gornji desni graf s kasnije
slike 2.

Ponovimo postupak maksimizacije sa spektralnom gusto¢om i, . I nju prvo izrazimo
koriStenjem pokrate iz (10)

. 2T %
Daljnji postupak potpuno je alanogan onome s iy:
di e (5—x) =5
diz| Xl =Y =53] =0 = 5(5—x5)—5=0. (15)

x
X 2
dx |, (e —1) s
Ovaj put traZzenu nultocku derivacije oznacili smo s x5 jer se x u brojniku iz (14) pojav-
ljuje pod petom potencijom. JadnadZba ¢iju nultocku ovaj put traZimo istog je oblika kao
1 ranije, samo s preinacenim brojevima. Stoga njezino rjeSenje ponovno moramo traZiti
numericki: xs &~ 4.96511. Odavde za valnu duljinu A; koja maksimira spektar energijs-
kog intenziteta i, slijedi:
_ he

b )CjkT
gdje smo radi potpunosti izracunali i odgovarajucu frekvenciju v(A;) = ¢/A;. S intervala
valnih duljina pojedinih boja iz kasnije tablice II moZemo iS¢itati da se A; nalazi na pri-
jelazu zelene i plave boje, Sto dobro odgovara lijevome grafu sa slike 1. Glatki spektar iy
koji smo maksimirali prikazuje gornji lijevi graf* s kasnije slike 2.

=500nm = v(4;) = 600 THz, (16)

* k k

4 Raspon boja na slici 2, gdje crvena ostro zavriava na 700 nm, naocigled se ne slaZe s onim iz kasnije tablice II
u kojoj crvena zavrSava na 740 nm. To je zato Sto dogovorni raspon boja iz tablice II nije nuzno sasvim uskladen
s paletom boja koju smo imali na raspolaganju pa smo granice vidljivoga spektra na slici 2 ru¢no namjestili kako
bismo najbolje reproducirali poloZaj boja u spektru.
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Buduéi da je valna duljina samo specifi¢na transformacija frekvencije (A o v7!),
spektralna gustoca i; nije niSta drugo doli gustoca intenziteta po jedinici reciprocne frek-
vencije. Stoga bismo sasvim valjano mogli traZiti maksimum gustocée po jedinici bilo koje
funkcijske pretvorbe frekvencije ili valne duljine; na primjer, gustoée d//d(v?) po jedinici
kvadrata frekvencije, ili gustoée dI/d(In A) po jedinici logaritma valne duljine, ili §togod
drugo. I svaki put dobili bismo druk¢iji i sasvim ispravan odgovor za poloZaj maksimu-
ma tako definirane gustoce zracenja. A slobodnim izborom transformacije po ¢ijoj jedi-
nici promjene definiramo gusto¢u mogli bismo dobiti koji god odgovor Zelimo! No takvi
su proizvoljni izbori bez jasne fizicke pozadine “jeftini” i nisu osobito zanimljivi. Stoga
¢emo razmotriti dva dodatna kandidata za gustocu zracenja koji su vrlo dobro motivirani
fizickim razlozima.

Gustoce i, i iy koje smo do sad promatrali najizravnije se odnose na energiju zrace-
nja, §to se vidi iz (2). No umjesto energije zracene na danoj frekvenciji ili valnoj duljini,
mogli bismo promatrati koli¢inu fotona i njihovu spektralnu gustocu. Dobro je poznato da
svaki foton frekvencije v nosi nedjeljiv obrok energije hv. Ako pri frekvenciji v imamo
ukupno N fotona, tada svi zajedno nose ukupnu enegiju Nav. Sada koristimo obrat tog
pristupa: ako unutar beskona¢no uskog intervala dv oko frekvencije v o¢ekujemo ukup-
nu energiju zraenja dE — a nose je fotoni energije hv — tada tolikoj energiji odgovara

statisticki o¢ekivan broj fotona dN odreden s3
h
dE = hvdN = TCdN. (7)

IzraZzavanjem dN preko dE lako nalazimo gustocu broja fotona bilo po jedinici frekven-
cije bilo po jedinici valne duljine:
dn 1dE . dN A dE

—=—— i —=——.
dv  hvdv dA  hcdA
Kako bismo uspostavili vezu s ranijim gusto¢ama intenziteta, gustoce broja emitiranih fo-
tona moZemo promatrati i po jedinici povrsSine tijela s koje su emitirani i po jedinici vre-
mena, ¢ime dolazimo do veli¢ina:
N 1 d'E 1
?Adrdv  hv d2Adidv by
d*N A dE A
A = — = —iz(A), 20
M) = Faaar = he eaddr et (20)
koje su u izravnoj vezi s iy 1 i, . Radi jednostavnosti veli¢ine n, i n; zvat éemo spek-
tralnim intenzitetima broja fotona. UvrStavanjem (4) i (9) u prethodne izraze nalazimo
eksplicitan raspis:

(18)

(V) iv(v), (19)

2t V2

nv(v) = 2 VKT _ 1 (21)
—4

A)=2nmc——7i—. 22
n)L( ) ﬂ:cehc/lkTil (22)

Integracija bilo kojeg od prethodnih dvaju izraza:

e > 4k’ (3
/ ny(v)dv = / ny (M)A = ’T}Ti()ﬁ _ o (23)
0 0

3 Koristenjem diferencijala dN dozvoljavamo si oGekivani broj fotona unutar intervala dv matematicki tretirati
kao da je necjelobrojan. To je valjan statisticki pristup, gdje dN ocito predstavlja prosjecan broj fotona koji
ocekujemo unutar intervala dv (prosjeci cjelobrojnih veli¢ina ne moraju biti cjelobrojni). Primjena takvog
pristupa u stvarnoj se situaciji svodi na to da unutar dovoljno §irokog intervala frekvencija ofekujemo pojavu
cijeloga broja fotona.
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daje nam analogiju Stefan-Botzmannova zakona za “intenzitet broja fotona”. Pri tome {(-)
predstavlja Riemannovu zeta-funkciju [11] &ija je vrijednost ovdje: £(3) a2 1.20206. Odav-
de slijedi “alternativna” Stefan-Boltzmannova konstanta ¢’ = 1.52- 10" s=! m=2 K—*.

Kako vrijedi d(v?) = vdv i d(InA) = dA /A, vidimo da gustoée broja fotona
iz (18) moZemo zapisati kao:
dN 1 dE . dN 1 dE
- = 1 _— = ——
dv  hd(v?) dA  hcd(lni)’
$to znaci da one (do na multiplikativhu konstantu) odgovaraju gustoci energije po
jedinici kvardata frekvencije ili logaritma valne duljine. Kako izrazi (19) i (20) na-
sljeduju tu podudarnost, slijedi da n, i nj nisu niSta drugo doli spektralne gustoce
“obi¢nog” energijskog intenziteta po tako preina¢enim jedinicama:
1 dI . 1 dl
=—-—— i m=—
hd(V2) *~ hed(In k)
Dakle, od svih mogucdih transformacija frekvencije i valne duljine po kojima smo
mogli promatrati spektralnu gustocu intenziteta /, prica o fotonima navela nas je na
dvije istaknute medu svima njima: v? i InA.

ny

Maksimume spektralnih intenziteta n, i n; nalazimo istim postupkom kao i ranije.
Prelaskom s frekvencije na zamjensku varijablu x iz (10) imamo:

2nk>T? X2

nv(V = ka/h) = hzcz e"——l’ (24)
nakon ¢ega traZimo nultoc¢ku derivacije:
d “2—x)—2

kel IS xef(2 —x) = 2] =0 = ¢2(2—x)—-2=0, (25)

dx | (ex —1)2 Y

koju smo ovaj put oznacili s x; jer se x u brojniku iz (24) pojavljuje pod drugom poten-
cijom. Posljednju jednadZbu ponovno rjeSavamo numericki: x, ~ 1.59362. KoriStenjem
oznake v, za frekvenciju koja maksimira spektralni intenzitet n, sada imamo:

kT
v, = xzh = 193THz = A(v,) = 1558 nm. (26)

Ponovno, A(V,) je samo preracunata valna duljina koja odgovara toj frekvenciji, zahva-
ljujuéi kojoj lako prepoznajemo da ovaj spektar postize maksimum u infracrvenom pod-
ru¢ju. Glatki spektar n, i poloZaj njegova maksimuma s obzirom na vidljivi dio spektra
prikazuje donji desni graf sa slike 2.

Jo§ nam ostaje maksimirati n; . Dobro utabanim postupkom prvo prelazimo s A na x:

2k x4
da bismo potom trazili nultocku derivacije:
dn;, 2mhtc® X[e¥ (4 — x) — 4]
_ =0 = "4 —-—x4)—4=0 28
dx . AT (ex _ 1)2 ( X4) ) ( )

X4
koju smo iz sada ve¢ ocitoga razloga oznacili s x4. Numerickim rjeSavanjem posljednje
jednadZbe ovaj put nalazimo: x4 &~ 3.92069. Odavde za valnu duljinu A, koja maksimira
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spektralni intenzitet n slijedi:

h
Ay = M—kCT =633nm = v(A,) = 474 THz. (29)
1z kasnije tablice II moZemo is€itati da to odgovara nijansi crvene boje na prijelazu prema
narancastoj. Spektar n; i boju koja odgovara njegovu maksimumu prikazuje donji lijevi

graf sa slike 2.

Maksimizacijski postupci iz (12), (15), (25) i (28) svi imaju isti oblik:
d (@ \| _¥[¢p-x)-p]
de\e—1/| (er —1)2

samo za razliCite pocetne potencije p. lako se rjeSenje x, posljednje jednadZbe ne

moze izraziti u zatvorenoj formi elementarnih funkcija — pa se moZze traZiti numeric-
ki — traZeni x, moZe se izraziti koriStenjem specijalne funkcije Wy(-), tzv. glavne

grane Lambertove W -funkcije [12]:

Xp =D + WO (_Pe_p) )
koja je dostupna u mnogim programskim paketima, gdje se ponekad vodi kao
ProductLog funkcija.

=0 = ¢e*(p—x,)—p=0,

Xp
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Slika 2.

Slika 2 na koju smo se viSe puta pozivali pregledno prikazuje spektralne gustoce koje
smo promatrali, njihov oblik i odnos poloZaja njihovih maksimuma s obzirom na vidljivi
dio spektra. Raspon boja razapeli smo izmedu 380 i 700 nm jer dostupna paleta boja na
taj nacin dobro reproducira poloZaj boja u spektru. Medu fizi¢kim jedinicima spektara n,,
i n; javlja se zanimljiva jedinica zeptosekunde: 1zs = 1072!s.

Tablica I nudi pregled rezultata iz (13), (16), (26) i (29). Pod Amax i Vmax navedeni
su ili sami polozaji maksimuma, poput Vv;, ili komplementarne veli¢ine izraCunate iz po-
loZaja maksimuma, poput A (v;). Podebljani podaci upucuju na “prave” maksimizacijske
vrijednosti: v,, v;, A, i A;.
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Tablica 1

veli¢ina Xn )‘max Vmax boja
n, oT? X2 ~ 1.59362 1558 nm 193 THz infracrvena
i, «T? X3 ~ 2.82144 880 nm 341 THz infracrvena
n, oT* x4 ~ 3.92069 633 nm 474 THz crvena
i, T X5 ~ 4.96511 500 nm 600 THz zelena/plava

Vidimo da odgovor na pitanje koje je boje Sunce kriticno ovisi o tome koju spektralnu
veli¢inu promatramo. Svi odgovori do kojih smo dosli razli€iti su i svaki je ispravan! To
je, naravno, zato $to su sve to odgovori na razli¢ita pitanja. Inzistiramo li na jasnoj boji,
prisiljeni smo zakljuciti da je pitanje koje je boje Sunce sasvim bez znacenja! Umjesto
toga moramo postaviti jasnije pitanje: pri kojoj boji ova ili ona spektralna gustoca postiZe
maksimum? Zanima li nas i,, dobit ¢emo jedan odgovor; u slucaju iy drugi odgovor,
itd. I svaki je tocan, ali svaki je odgovor na svoje, razli¢ito pitanje. Zelimo li pak kakav
“op¢i” odgovor na pocetno pitanje koje je boje Sunce, €ini se da se na kraju ipak moramo
zadovoljiti ovime: bijele.

Medu prethodnim rezultatima skriva se jo§ jedan zakon toplinskoga zracenja koji
smo uspjeli rekonstruirati svojim racunima. To je poznati Wienov zakon [13], koji
kaZe da je umnozak temperature 7 tijela i valne duljine A; pri kojoj gustoca inten-
ziteta i, postize maksimum konstantan

AT =2898-10"m-K.
Na Wienov zakon u tom obliku nabasali smo u sklopu relacije (16) koju samo treba
preurediti tako da s jedne strane jednadZbe izoliramo umnozak A;T, za ¢ime pre-

ostaje

he

MT = —.

X5k
Clan s desne strane jednadzbe daje nam teorijsko opravdanje vrijednosti Wienove
konstante. No sad primjecujemo da su relacije (13), (26) i (29) potpuno analog-
ne (16) te da svaka od njih nudi jednakovaljanu inacicu Wienova zakona za umno-
zak A,T i omjere v;/T i v,/T. Sljedeca tablica pregledno navodi takve inacice
Wienova zakona.

A %
he VvV,  x3k
| | AT=—=29-10"m-K | = ==-=59-10"Hz/K
i oy 9-10°m === 5.9-10'""Hz/
he v, Xok
T = —=37-107m-K | = ="-=33.10"Hz/K
n ok 3.7-10°m = . 3.3-10'""Hz/

Glavni problem s dosadaSnjim pitanjima — zbog kojeg nikako da dobijemo dosljedan
odgovor o boji Sunca — bio je u tome Sto smo promatrali spektralne gustoce, pri ¢emu je
bilo klju¢no po jedinici koje veli¢ine definiramo gusto¢u. Promjena gustoée s promjenom
jedinice po kojoj je definiramo — tj. promjena raspodjele kumulativne veli¢ine s prom-
jenom nezavisne varijable — ima brojne neocekivane i neintuitivne posljedice. U ovome
¢lanku prvenstveno nas je zanimao pomak maksimuma raspodjele. Primjer nekih drugih
posljedica koje potencijalno bacaju novo svjetlo na raspodjelu inteligencije u drustvu, ¢i-
tatelj moZe naci u [14].



Da bismo zaobisli probleme s gusto¢om, pitanje o boji Sunca mogli bismo postaviti ta-
ko da ne ovisi o njegovim spektralnim raspodjelama. Umjesto toga moZemo promatrati
kumulativne veli¢ine unutar odgovarajucih intervala frekvencija ili valnih duljina. Da bis-
mo mogli smisleno izabrati takve intervale, ogranicit éemo se samo na vidljivi dio spektra,
pa makar “prava boja” Sunca (kao odgovor na neko bolje pitanje) bila izvan njega, npr. u
infracrvenome podrucju. U tu svrhu vidljivi spektar podijelit ¢emo na Sest osnovnih boja
(tablica IT). Kako se boje u vidljivom spektru kontinuirano izmjenjuju, valne su duljine
koje ih razgrani¢avaju, naravno, stvar procjene i dogovora. Pri tome postoje razli¢iti do-
govori, medu kojima (bez posebnog razloga) biramo podjelu prema CRC priru¢niku za
kemiju i fiziku [15]. Unutar granica vidljivoga spektra izmedu 380 nm i 740 nm neka se

valne duljine k-te boje protezu od A;_; do A;. Promatrat éemo ukupan udio pfj‘) svih

fotona i ukupan udio p,gk) sve energije zracene unutar intervala valnih duljina dane boje:

}Lk Ak .
dA dA
(k) — M i p® — M (30)
DPn 740 nm Di 740 nm . .
380nm 1444 380nm 244

Kako su ti udjeli kumulativne veli¢ine, ne ovise o tome promatramo li intervale valne du-
ljine, frekvencije ili kakve druge transformirane veli¢ine. Ovdje koristimo valnu duljinu
samo zato §to o bojama volimo razmiSljati u kontekstu valnih duljina (i to valnih duljina
u vakuumu!). Tablica II prikazuje izracunate vrijednosti.

Tablica 11
boja A [nm] Pn Pi
B jjubicasta 380-450 14.6 % 19.5 %
M plava 450-500 13.0 % 152 %
M zelena 500-570 20.4 % 21.1 %
Zuta 570-590 6.1 % 5.8 %
narancasta 590-620 93 % 8.5 %
M crvena 620740 36.6 % 29.9 %

Vidimo da crvena boja odlu¢no dominira i u zracenoj energiji i u broju fotona. To je
velikim dijelom zato Sto crvena pokriva Siri interval valnih duljina od ostalih boja. No
eto, Zelimo li koliko-toliko “robustan” odgovor o dominantnoj boji Sunca unutar vidlji-
voga spektra, onda je taj odgovor: crvena.

Zasto nema zelenih zvijezda?

Trazedi “stvarnu” boju Sunca koristili smo spektar vidljive svjetlosti, odnosno spektar
duginih boja. No u klasifikaciji zvijezda [16] — a i u nekim drugim upotrebama poput ka-
rakterizacije svjetlosti LED Zarulja — ¢esto nalazimo temperaturni spektar sa slike 3, gdje
brojevi na horizontalnoj osi predstavljaju temperaturu u kelvinima.

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000
Slika 3.
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Temperaturni spektar proteZe se od “hladnog” do “vruéeg” dijela: od crvene, preko bi-
jele, sve do plave boje [17]. Djelomi¢no ga poznajemo i kao spektar uZarenih metala. Tek
uZzareni metal crveni se, a daljnjim zagrijavanjem dolazi do bijelog usijanja. Plavo usijane
metale nemamo prilike vidjeti jer se na toliko visokim temperaturama svi metali raspli-
nu®. Raspodjela i klasifikacija zvjezdanih boja u skladu s temperaturnim spektrom znaci
da u svemiru zvijezde nalazimo u rasponu od crvenih, preko bijelih pa do plavih. Kako
je sad to kompatibilno sa spektrom vidljive svjetlosti? Kamo su nestale zelene zvijezde?

Kako je uopce postojanje temperaturnog spektra kompatibilno sa spektrom vidljive svje-
tlosti? Za pocetak, zasto u njemu nema zelene boje? I §to uopce bijela trazi u njemu, s
obzirom na to da ne postoji valna duljina bijele boje? Primjedba o prisutnosti bijele suges-
tivnija je od one o odsutstvu zelene. Bijela nam odmah daje do znanja da se temperaturni
spektar ne sastoji od ¢istih boja dobro definiranih valnih duljina, ve¢ od prividnih boja kao
odgovarajucih mjesavina Cistih boja. U tom kontekstu tvrdnja o crvenim, bijelim i plavim
zvijezdama oc€ito nam ne govori o “stvarnoj” boji zvijezda, ve¢ o njihovoj prividnoj boji,
i to takvoj kakvom je raspoznaje nas osjetilni sustav.

35 Kako onda razumjeti pojavu temperatur-
3.0 T=300K | noga spektra, kre¢uéi od spektra duginih bo-
=51 ja kao osnove svih ostalih bojih percepcija?
% 00 Jednom kad smo se upoznali sa spektrom to-
z plinskoga zracenja, obja$njenje je vrlo jed-
L 1.5 4 by . . e .
2 nostavno. Mi ¢emo ga ilustrirati koriStenjem
= 109 spektralnog intenziteta n; broja fotona po je-
05 dinici valne duljine. Slika 4 prikazuje prim-
0.0 e e T oo Jere spektralnih intenziteta za tri razh'cne
A [nm] temperature. Odozgo prema dolje grafovi od-
+0 govaraju uZarenim tijelima (u kontekstu na-
351 T = 6500 K o . SR
> Se pri¢e zvijezdama danih povrSinskih tem-
=50 peratura) koja nam svojim toplinskim zrace-
= 2 njem izgledaju crveno, bijelo ili plavo’.
5 20 Unutar vidljivoga dijela spektra “hladna”
=~ zvijezda najviSe emitira crvenu svjetlost, a za
10 zvjezdane standarde vruca zvijezda najvise
051 emitira svjetlost u ljubi¢astome dijelu spek-
0.0+

1000 1250 1500 1750 2000 tra. “TOple” ZVijeZde izmedu tih dViju kraj-
A ) nosti pribliZno ujednaceno emitiraju vidlji-
T — 35000 K vu svjetlost svih boja. Ve¢ smo time u najg-

rubljim crtama objasnili privid crvenih i bi-
jelih zvijezda — bijele nam izgledaju bijeli-
201 ma, naravno, jer na$ sustav oko-mozak ujed-
151 nacenu mjeSavinu svih boja raspoznaje kao
1ol bijelu. Umjesto ljubi¢astima, najvruce zvije-
zde izgledaju nam plavima iz istog razloga
zbog kojeg nam se dnevno nebo ¢ini plavim:

P00 %5 o0 70 1o 1w 1w 1o 2w zbog razlicite osjetljivosti ljudskog oka na

A (o razlicite boje [2]. Kako osjetljivost vidnih
Slika 4.

250 500 750

ny [10%0/s m?

o
St
S

6 Najvise vreliste ima volfram, oko 6000 K, koje ovisno o izvoru podataka varira unutar =200 K.

7Tako nije bitan dio objasnjenja, valja primijetiti razliku u redu veli¢ine jedinica na vertikalnim osima grafova
sa slike 4, §to je odraz Stefan-Boltzmannova zakona (1) i njegove inacice za broj fotona iz (23), prema kojima
energijski intenzitet zraenja i “intenzitet broja fotona” naglo rastu s porastom temperature.
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stanica u naSem oku naglo pada prema rubovima vidljivog spektra, opaZanje ljubicaste po-
tisnuto je u korist prve susjedne boje: plave. Osjetljivost oka, naravno, bitan je dio opaza-
nja i ostalih boja temperaturnoga spektra. No u slu¢aju crvene i bijele boje ono ponajvise
utjece na specifi¢nu nijansu sa slike 3 kakvu ¢e naS sustav oko-mozak raspoznati.

Dakle, to Sto nema zelenih zvijezda ne znaci da ne postoje zvijezde ¢iji bi maksimum
zracenja bio u zelenoj svjetlosti ($to god to znacilo, s obzirom na to da je pojam maksi-
malnog zracenja otvoren slobodnom tumacenju; vidi biljeSku 2 iz [14]). Naprotiv, to samo
znaci da nema zvijezda koje bi nama izgledale zelenima, tj. koje bi na$ osjetilni sustav
raspoznao kao zelene. Glavni uzrok tome Sirina je Planckova spektra zradenja: zvijezde
koje intenzivno emitiraju zelenu svjetlost, usporedivim intenzitetom emitiraju i svu ostalu
vidljivu svjetlost. A ujedna¢enu mjesavinu svih boja na$ osjetlini sustav raspoznaje kao
bijelu svjetlost.

Literatura

[1] https://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh_scattering
[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Color_vision

[3] N. PoLiak, F. ERHARDT, M. JERCIC, Zbirka konceptualnih zadataka iz fizike, Skolska knjiga,
Zagreb, 2022.

[4] https://en.wikipedia.org/wiki/Thermal_radiation
[5] https://en.wikipedia.org/wiki/Black_body
[6] https://en.wikipedia.org/wiki/Black-body_radiation
[7] https://en.wikipedia.org/wiki/Kirchhoff’s_law_of_thermal_radiation
[8] https://en.wikipedia.org/wiki/Stefan-Boltzmann_law
[9] https://en.wikipedia.org/wiki/Dark_matter
[10] https://en.wikipedia.org/wiki/Planck’s_law
[11] https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_zeta_function
[12] https://en.wikipedia.org/wiki/Lambert_W_function
[13] https://en.wikipedia.org/wiki/Wien’s_displacement_law

[14] PETAR ZUGEC, Provokativan lanak o inteligenciji, Osjecki matematicki list Vol. 24 No. 1
(2024), 25-36, https://hrcak.srce.hr/321670

[15] https://en.wikipedia.org/wiki/Spectral_color
[16] https://en.wikipedia.org/wiki/Stellar_classification
[17] https://en.wikipedia.org/wiki/Color_temperature

Matematicko-fizicki list, LXXVII 1 (2026. — 20



