Izracunavanje vrijednosti tg o

Dragoljub MiloSevic¢!
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U ovom ¢lanku prikazat ¢emo deset razlicitih na¢ina odredivanja vrijednosti tg oY tj.
tg 37°30', vodedi se poznatom &injenicom da je bolje jedan matematicki zadatak rijesiti
na dva ili viSe na¢ina nego rijesiti desetine zadataka na jedan te isti nacin. Pri tome koristit
¢emo razne tvrdnje iz algebre, geometrije i trigonometrije.

Zadatak. Pokazimo da je

tg24*\/_+\/_f\/_ 2.

Rjesenje 1. KoriStenjem formula za tangens zbroja

tgo +tg . St mTm
ol =TGaep | T 175
dobijemo
T s 3
tg— = = 2+ V3.
12 l—tg g~ 1_£
4 -6 3

1
Nadalje, koriStenjem formule cos ¢ = ———, imamo
V1+tgta
57r 1 1
\/ 14+ (24 v3) 2\/ 243)

1— (04
Sada iz formule tg — =4/ oS redom dobivamo
2 1+ cosa

co

1
] - ———
tgs_n: 2V2+v3 _ |2 2+\/§—1: (2V2+ /3 —1)?
24 oy 2V2+V3+1 42+V3) -1

2V2+V3
V2431 V2 (V3121

CV2(V3+1) -
T+4/3 2+3 2+3
_V6+v2-1 2-V3
5 23 =V6+V3-Vv2-2.

I Profesor je u miru u srednjoj 8koli u Gornjem Milanovcu
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Rjesenje 2. KoriStenjem formule za tangens razlike

tga —tgf . T 7T S5m
we-B) =1 oaes | 4 24w
+tgotg P 4 24 24
dobivamo
t id t
5 g — g
1 t —t
tie g24
tj.
T
5_7_’: lftgﬂ
22 T .
1+tg —
Ty
Kako je
sin% - sin% .2sin§ _ 2sin2§
X X 2sinE  2sinZcoss
0052 cos2 3 3 3
odnosno
. x 1 —cosx
€37 Tsinx
imamo
T
1 —cos—
T 12
SE7 RN @
12
Kako je
T T T T T . T T
cos 15 = cos(z—g)—cosZCOSE-i-SmZSlng Z(\/_+\/_)
1
sm%*sin(gfg):singcos%fcosgsing:Z(\/af\/_)
iz (2) slijedi
(3)

tg%=\f6—\/§+\f2—2.

1z jednakosti (1) i (3) je

2 Ve+vV3-V2i-2.

w2y 24
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Zadatak 2. Koriste¢i formule za tanges razlike dva kuta,
x 1—cosx . St w

t T
x _l-cosx . S _7m 7
£3 sinx 243 g

... Sm
1zracunaj tg 4

Rjesenje 3. Imamo redom:

. Sm nSr 77
57 smﬁ cos <2 24> B cosﬁ-

24 S T V1
coS — cos — cos —
24 24 24
i)
Poslije proSirivanja posljednjeg razlomka s 2 sin 7 i primjene formule sin o — sin§ =
2 sin “ ; b cos “ —; P dobijemo
2cos I sin 77: sin = — sin ~ Vi V2
= sin — Z _gnZs X2_Y¥Y-©
e ST 24° 24 _ "3 4 _ 2 2
24 Sn . ®m o T V2 o1
2cosﬁsmﬁ sin 7 — sin G -2

. S
. g5y =V6+V3—v2-2.
Rjesenje 4. Promatrajmo pravokutni trokut ABC (XBCA = 90°) kod kojeg je SBAC
=30°1i |AC| = 1.
4 Nasuprot kuta od 30° u pravokutnom trokutu je kateta koja je
1
2 puta kraéa od hipotenuze, $to znaci da je |BC| = §|AB|. Pri-

l-x  mjenom Pitagorinog poucka na pravokutan trokut ABC imamo

1 2
[AB = |BC] + ACP = (514B1) + 12,

D
S x odakle je |AB| = 2 Zbog toga je |BC| = L
v V3 V3
37°30 Na kateti AC zadanog trokuta odredimo to¢ku D tako da je
B C |XCBD| = 37°30’, te |JABD| = 22°30’. Ako s x ozna¢imo
Slika 1. duljinu |CD|, odavde je |AD| = 1 — x. Primjenom poucka o
1—x |BD|

Odavde, sin22°30" zbog

sinusima na trokut ABD dobivamo = .
mu B VAo Gn22°30° ~ sin30°

/11— 45° 1
sin 22°30" = % = EV — /2 imamo
|BD| = ——. (4)
2-v2
Koristenjem Pitagorinog pouc¢ka na pravokutni trokut BCD je |BD|* = |BC|> + |CDJ?,
6.
1
|BD|* = 3 + 2% (5)
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1z jednakosti (4) i (5) slijedi
( 1—x )2 1+ 5
—— ) = -+
22 3
tj.
1
x2—2(\/§+1)x+§(\/§+1)220.

RjeSavanjem ove kvadratne jednadzbe dobijemo:

V241
X = \/g (\/__\/i)a

1

_g3roa0 = 2L _ VB

sn (V2+1
824 78 BC|

(V3-v2)

~—

S

Sl

5
tgz—ZZ\/g-i-\/_—\/i—Z.

Rjesenje 5. U trokutu ABC je |BC| =1, |JBAC| =37°30" i |4BCA| =90°.

Na stranici AC je tocka D tako da |{DBE| = 15°.
Odavde je |DBA| = 37°30". Trokut ABD je jedna-
kokracni, §to znadi da je |BD| = |AD| = y. Na stra-
nici BC je to¢ka E tako da je |{BDE| = 15°. Tro-
kut BED je jednakokra¢ni, pa je |BE| = |[ED| = 2x
i |CE| = |BC| — |BE| = 1 — 2x. Kako je u tro-

1
kutu CDE, |4DEC| = 30°, to je 5 = sin30° =

|CD| : 2x. Odavle slijedi |CD| = x. Primjenom
Pitagorinog poucka na pravokutni trokut CDE dobiva-
mo: (2x)? = x> + (1 — 2x)?, odakle je (x =2 — /3
jer mora biti x < 1). Trokut BDC je pravokutni, pa

jeyr = 24+ (2-V32%t4. y=2V2-V3,t. B 2x E 1-2x C

y:\/af\/i. Sada je, iz trokuta ABC, Slika 2.
St onry _ IBCl 1 1
o T T T T 2 A Ve 2
_ 1 (V6-v2) - (2-V3)
(V6-v2)+(2-v3) (V6-v2)-(2-V3)
V6—V2-2+3

T VeV -2 VaP

a odavde

5
tgz—Z:\/ng\/_*\/EfZ.
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Rjesenje 6. Konstruirajmo |¢CAD| = 30° u jednakokra¢nom pravokutnom trokutu
ABC (|AB| je duljina hipotenuze), tako da tocka D pripada kateti BC.

A Neka je AE simetrala kuta |<DAB| = 45° — 30° =

5
15°. Tada je |CAE| = 37°30' = 2—;[ Kako je
30° 5
AC| = |BC| = 1, tg—” — |EC|. Kako je |AD| =
1 2|cD| i MCyfllmmmWCDP (2|cD|)* — |AC)?,
1
odnosno 3|CD|*> = 1, odakle je |CD| = —=. Radi
) V3
45° 60° ) toga je |AD| = —. Iz poucka o simetrali unutarnjeg
B E D 1 ¢ 3
g kuta trokuta ABD je |BE| : |ED| = |AB| : |AD|, odakle
. 1
Slika 3. zbog |AB| = /2 i |BE| + |ED| = 1 — —=, imamo
V3
1 2 1
1————ED):H):¢§&—,tI ED| = ~(3v/6 +2v/3 — 3v2 — 6).
(15— 1ED1) < D) 75 U 1EDI= )
Sada je |EC| = |ED| + |DC| = V6 4+ /3 — /2 — 2, to jest

tg24—\/_+\/_*\/_ 2.

Rjesenje 7. Neka je u trokutu ABC o = 105° i B = 30°.

Na stranici BC odredimo tocku D tako da
bude |CAD| = 45°. Tada je trokut ADC
jednakokracan i trokut ABD je polovina jed-
nakostrani¢nog trokuta stranice duljine c¢. Sto-

1 1
gaje |AD| = |CD| i |AD| = §|AB| = —c.
Primjenom Pitagorinog pouc¢ka na pravokutne
trokute ABD i ADC, imamo:
\/_

\/_
2

b=I|AC| = < BD| = <

paje a = |BC| = 5(\/§+ 1).
1z Molvajdovih formula dobijemo:

o—p o—p
a+b_cos—

a_p Sin

<o
<o

(& C

cos — sin —

\o}
\o}

Dijeljenjem ovih jednakosti, zbog v = 180° — (az + f8) i ctg(180° — x) = tgx imamo:

o—p o—p a—p
at+b ol . a+py a4 p’
ng ctg(90 - ) tg 2
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.
a—B a—-b a+p
Y

2
Kako je a = %(\/§+1), b= % o =105° i B = 30°, imamo

C C\/§
1050—30°7§W§+1)—7t 105°4+30° V3241 135
2 o2t 2 AtV2+l s 2

S(V3+ 1)+ ==

tg

Odavde je zbog

135° 1 — cos 135°
€72 T\ T¥cosi35 V241,
tgs—n:tg37°30’:7\/§7\/§+1(\/§+1):7\/g+\/§71
24 V3+v2+1 V3+V2+1
=V6+V3—-v2-2.

Rjesenje 8. Nacrtajmo jednakokracni trokut ABC kod kojeg je |AB| = |AC| = 1 i
|4BAC| = 30°.

Konstruirajmo smetralu kuta |JABC| = 75°, a njen presjek

s AC neka je tocka D. Uvedimo oznake |[BC| = a i |[AD| =

x. Na osnovu poucka o simetrali unutarnjeg kuta trokuta imamo

|AD| : |DC| = |AB| : |BC|ili x : (1 —x) =1 : a. Odavde

dobivamo x = 1 Noziste okomice iz tocke D na stranicu

a
AB obiljezimo s E. U pravokutnom trokutu AED je |AD| = x =

1 1

i |[DE| = =|AD|, pa je |DE| =
—— i IDE| = 31AD|. paje |DE
Pitagorinog poucka na taj trokut imamo:

|AE|2:( : )2—(2(1 )2 il JAE| = V3

a+1 a+1) 2(a+1)

m . Primjenom

Slika 5.

Zbog toga je

V3 2a+2-3

BE| = |AB| — |AE| =1 —
IBE| = |AB| — |AE] 2@+1) 2@+l

a 1
N ¢k inusi imijenj trokut ABC dobi = .
a osnovu poucka o sinusima primijenjenog na troku obivamo Sn30° — sin75°

1 o
Odavde, zbog sin75° = sin(90° — 15°) = cos15° i cos 15° = %530 _
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V2 VE= (V64 V) e
]
U pravokutnom trokutu BDE je
:th_n _ |DE| _ 1 _ 1
24 " IBEl  2a12-v3 Vo-vit2-3
a odavde je, zbog (V6 —v2+2—V3)(V6+V3—-vV2-2)=1,

5
tgz—Z:\/ng\/g*\/sz.

1
2

tg37°30'

Rjesenje 9. Neka je ¢etverokut ABCD romb stranice duljine 1 i Siljastog kuta 75°.

Obiljezimo duljine njegovih dijagonala AC i BD redom D 1 C
s 2x 1 2y. Na osnovu kosinusovog poucka primijenjenog na
jednakokrac¢ni trokut ABC imamo

(2x)> =12 4+1>—=2-1-1-cos 105°,

odakle je zbog
cos 105° = co0s(90° 4 15°) = —sin 15° 37030

1 — cos 30° 1 4 : ?
:_\/;:_Z(\/E—\/E), Slika 6.

x2:%(4+\/67ﬁ).

Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut ABO (O je tocka presjeka dijagona-
la) dobijemo

1
y2:1—x2=§(4—\/6+\/§).
Kako je

Y _4-V6+V2 4-(V6-V2) 4-(V6-V2) 6-V3-2V6+2V2
¥ 4+V6-V2 4+ (V6-V2) 4-(Vo-V2) 2+V3
_6-V3-26+2V2 2-43
- 2+3 23

=15+10v2 - 8V3 - 6V6 = (V6 + V3 — V2 —2)%

odakle je Y _ \/6 + \/_ — \/f — 2. Konacno,
X

5
tg37°30’:tg2—Z:§:\/g+\/_*\/572.
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Rjesenje 10. Zadan je deltoid ABCD: |AB| = |BC| = 2, |JADC| = 75° i |JABC|
= 60°.

Neka je |AD| = |[DC| = a i |[DO| = x (O je tocka
presjeka dijagonala). Kako je |JABO| = 30°, u pravokut-

1
nom trokutu ABO je |AO| = §|AB| =1 paje |AC| = 2.

1z kosinusovog poucka primijenjenog na jednakokracni tro-
kut ACD imamo 22 = 2a*> — 2a®cos 75°, a odavde, zbog

1
cos 75° = c0s(90° — 15°) = sin 15° i sin15° = Z(\/_—

8
\/E slijedi @ = ————— . Primjenom Pitagorino
) slij i Ver /2 ] gorinog
poucka na pravokutni trokut AOD imamo:
Slika 7.
8 4 6— 2
|OD|* = x* _ 4o v2

Ta-VErv2 o a2

Konaéno je iz trokuta AOD

Sm_ 1 [4-V6+V2
©37730' =tg 57 = — =/ ———2=V6+V3-V2-2.
¢ £20 7 % 4+V6 -2
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