RjeSavanje sustava linearnih diofantskih jednadzbi
pomocu metode eliminacije

Petar Svircevié!

Odmah na pocetku recimo Sto se podrazumijeva pod sustavom linearnih diofantskih
jednadzbi? To je slucaj kada sustav ima manje linearnih jednadzbi nego Sto taj sustav ima
nepoznanica. Svi koeficijenti uz nepoznanice i slobodni ¢lanovi su cijeli brojevi. Dobro
je poznato, da rang matrice sustava mora biti jednak rangu proSirene matrice, kao nuZzan i
dovoljan uvjet da sustav ima rjeSenje. Svi ovi nabrojeni uvjeti jo$ nisu dovoljni da navede-
ni sustav ima cjelobrojno rjeSenje, kako ¢emo to i pokazati na jednom primjeru. Recimo
jos§, da se u [5] moZe pogledati nacin rjeSavanja opce linearne diofantske jednadzbe, dakle
jedne jenadZbe s proizvoljnim brojem nepoznanica.

Definicija. Dan je sustav diofantskih jednadZbi

ag Xy =+ ainxy +...4+ A1pXn = b1
a1X; + apxy +...4+ ayx, = b

) ((2)
amx1 + amwxy +... Famx, = by

gdje je n >3, n>m > 2. Pri tome je Va; € Z. Nadalje rang matrice danog sustava je
m, dakle
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Nadalje, postoji bar jedna determinanta reda m x m, izdvojena iz elemenata ove matrice,
¢ija je vrijednost razli¢ita od 0. Zato ¢emo ovu metodu zvati metodom eliminacije. Najprije
¢emo rijesiti dva konkretna zadatka.
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Zadatak 1. RijeSimo sustav diofantskih jednadZbi:

3x—2y+5121}

X+ y—- z=2 (1)

Rjesenje. Jasno je da, ovaj sustav zadovoljava nuzan i dovoljan uvjet o egzistenciji
rjeSenja i komponente rjeSenja e ovisiti o jednom parametru, npr. ¢+ € Z. Ako drugu
jednadzbu pomnoZimo s 5 i dodamo je prvoj, dobivamo jednadZzbu

8x+3y=11. (2)
Rjesenja ove jednadzbe, kada primijenimo Euklidov algoritam, su

x = 1-3¢

y = 148 } 3

Ako relacije (3) uvrstimo u bilo koju jednadZbu sustava (1), dobivamo z = 5¢. Dakle
rjeSenje sustava (1) je dano beskonac¢nim skupom uredenih trojki oblika

(1—3t, 1+ 8¢, 5t) Vi € Z. (4)
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Zadatak 2. RijeSimo sustav diofantskih jednadZzbi

3)C1+2)C2+3X3+2)C4:7}

2 4 dxs — Sy — 3xy = 2 ©)

Rjesenje. Lako provjerimo postojanje rjeSenja. Ako prvu jednadZbu pomnoZimo s 3,
a drugu s 2, te ih zbrojimo, tada dobivamo

13x1 + 14x, — x3 = 25. (6)

Komponente rjeSenja od (6) su x; = t;, x = t», x3 = 131; + 141, — 25, a ako njih

uvrstimo u bilo koju od jednadzbi (5) dobivamo x4 = —21¢; — 22#, 4+ 41. Prema tome
rjeSenje sustava (5) je

(t1, o, 13t; + 141, — 25, —21t; — 221, + 41) V4, 1, € Z, (7)

§to lako provjerimo. Ako se komponente uredene ¢etvorke (7) uvrste u zadane jednadzbe,
vidimo da ih zadovoljavaju.

Rijesimo pomocu iznesene metode nekoliko zadataka.

Zadatak 3. Pomocu metode eliminacije rijeSimo sustav diofantskih jednadzbi:

2x1 4+ 3x — 2x3 + x4 = 1
X1 + 2x + 3x3 4+ 2x4 = 2 . (8)
3x1 + x» + x3 — x4 = 3

Rjesenje. Eliminacijom nepoznanice x4 iz sustava (8) dobijemo novi sustav:

Sxi + 4x — x3 = 4
Tx1 + 4x, + Sx3 = 8 ’

a iz njega eliminacijom nepoznanice x3 dobijemo diofantsku jednadZbu s dvije nepozna-
nice

9

8x1 + 6x, = 7. (10)
No (10) nema rjeSenja jer M(8,6) =2 /7, pa slijedi da i sustav (8) nema rjeSenja. Jasno
je, da smo mogli uzimati i druge eliminacije, tj.nepoznanice eliminirati drugim redom i
opet bi dosli do zakljucka da sustav nema rjeSenja. Naime, ako se eliminira nepoznanica
x1 iz (8) dobije se sustav:
Xy + 8x3 + 3x4 = 3
Sxp + 8x3 + Txy = 3 ’

Ako eliminiramo nepoznanicu x, dobijemo jednadzbu 8x3 + 2x4 = 3, a i ta jednadZba
nema rjeSenja, jer M(8,2) =2 /3.

Zadatak 4. Pomocu metode eliminacije rijeSimo sustav diofantskih jednadzbi

2x1 — 3% + x3 — x4 + 2x5 = 1
3x1 + S5x — 2x3 + x4 — 3x5 = 4 . (11)
X1 + 2x + 3x3 + 2x4 — Sx5 = 3
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Rjesenje. 1z (11) dobijemo sustav:
12x; + Xy — x3 — x4 = 11
—12x; — 19x% + 19x3 + x4 = —11 [~

gdje je (12)1 =3. (11)1 +2- (11)2, a (12)2 = (—5) . (11)2 +3- (11)3. 1z (12) slijedi
—18x; + 18x3 = 0, ili

(12)

X2 = X3 = I (13)
Ako uvrstimo (13) u (12); ili (12), dobivamo
x4 = —114121;. (14)
Uvrstimo (13) i (14) u bilo koju od jednadzbi (11) slijedi
X5 = =545t + 1o, (15)
dakle rjeSenje sustava (11) ovisi o dva parametra i rjeSenje je uredena petorka
(t1, 1, 1o, =11+ 120y, =54+ 50 + 1) Vti, 1, € Z. (16)

Zadatak 5. Pomocu metode eliminacije rijeSimo sustav diofantskih jednadzbi:

2x + y — z =1
x+2y+3z=14}' a7

Rjesenje. Eliminacijom z iz (17) dobijemo jednadzbu

Tx+ 5y =17. (18)
Njezino rjesenje je
x = 6-—5¢
y = 5+7r}' (19

Uvrstimo 1i (19) u bilo koju od jednadzbi (17) dobivamo z = 6 — 3¢ i rjeSenje od (17)
je
(6 —5t, —=5+7t, 6 —31) Vt€Z. (20)
Zadatak 6. Pomocu metode eliminacije rijeSimo sustav diofantskih jednadzbi

3x1 + x + Txz 4+ 3x4 — 4xs = 16
2x1 4+ 3x + 6x3 4+ 3x4 — 2x5 = 9

3x1 + x + 3x3 4+ 3x4 + 2x5 = 4 2D
X1 4+ 2x + S5x3 + 2x4 — 3x5 = 9
Rezultat.
(¢, t—2, =3t+3, 3t—1, =21) Vr€Z. (22)

Napomena. Ako bi u (22) izvrsili specijalizaciju za ¢t = 0, dobili bi partikularno rje-
Senje (0,—2,3,—1,0). Lako se pokaZze da ta uredena petorka zadovoljava sve jednadzbe
u sustavu (21).
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