ZANIMLJIVOSTI

67. Drzavno natjecanje iz matematike,
Hrvatska, 27.-29. travnja 2026. g.

Skolsko natjecanje iz matematike ove $kolske godine odrzano je 26. sije¢nja, a Zupa-
nijsko natjecanje 24. veljace. Samo DrZavno natjecanje iz matematike ove je godine odr-
Zano od 27. do 29. travnja u Vodicama, za ucenike srednjih Skola A varijante i B varijante.
Zadatke je priredilo posebno potpovjerenstvo za A varijantu i B varijantu DrZavnog po-
vjerenstva za matematicka natjecanja.

Sudjelovao je 181 ucenik srednjih §kola, te brojni mentori. Za vrijeme natjecanja, men-
tori su imali seminar na kojem su odrZana predavanja:

Sonja Eberling i Petar Radanovié, RjeSenja kao izazov,
Tatjana Plantak, Imam tocno rjesenje! Zasto nemam sve bodove!,

Josip Pupié, Ceste pogreske u rjesenjima i ispravljanju logicko-kombinatornih zadata-
ka.

Slobodno su vrijeme ucéenici i mentori mogli provesti u Setnjama Sibenikom.

Za srednje je $kole podijeljeno 10 prvih, 9 drugih, 9 treé¢ih nagrada i 16 pohvala za A
varijantu, te 6 prvih, 11 drugih, 7 treé¢ih nagrada i 13 pohvala za B varijantu.

Nagrade i pohvale u¢enika srednjih skola

A varijanta

I. razred

Filip Suskavcevié, XV. gimnazija, Zagreb, Borna Gudac, Gimnazija Andrije Mohoro-
vici¢a Rijeka, Rijeka (I. nagrada); Tin Glisi¢, XV. gimnazija, Zagreb, Noa Hornischer,
II. gimnazija, Split, Noa Batini¢, XV. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Mislav Vizjak,
Gimnazija “Fran Galovi¢” Koprivnica, Korivnica, Andelo Bacani, Prva gimnazija Varaz-
din, Varazdin, Dora Duplanci¢, XV. gimnazija, Zagreb (IIl. nagrada); Jerko Matusko,
Gimnazija Metkovié, Metkovi¢ Marko Ivec, XV. gimnazija, Zagreb, Filip Smud, XV. gim-
nazija, Zagreb (pohvala).

II. razred

Mate] KriZani¢, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin (1. nagrada); Ivano Lukacevi¢, Gim-
nazija Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec, Leonardo Staresinci¢, XV. glmnazua Zag—
reb (II. nagrada); David lan Luc¢ié¢, Gimnazija Sesvete, Sesvete, Ena Novak, XV. gimnazi-
ja, Zagreb, Kristian Radié, 111. gimnazija, Split (III. nagrada); Petar Primorac, I11. gimna-
zija, Split, Marin Puljiz, XV. gimnazija, Zagreb, Max Barbari¢, 111. gimnazija, Split, Ivan
Kataleni¢, XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).
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III. razred

Fran Pilipovié, XV. gimnazija, Zagreb, Martin Vidovi¢, XV. gimnazija, Zagreb (I. nag-
rada); Fran Cacinovi¢, Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb, Leo Pantar, XV. gimna-
zija, Zagreb, Matej Svilokos, XV. gimnazija, Zagreb, (II. nagrada); Jure Azeni¢, XV. gim-
nazija, Zagreb (III. nagrada); Damjan Leko, Gimnazija PoZega, PoZzega, Dino HadZi¢, X V.
gimnazija, Zagreb, Mate Sari¢, Gimnazija Franje Petri¢a Zadar, Josip Sebelja, Gimnazija
Andrije Mohoroviciéa Rijeka, Rijeka, Niko Baoti¢, Gimnazija i ekonomska $kola Bene-

dikta Kotruljevica, s pravom javnosti, Zagreb, Jakov Crnov, Gimnazija Antuna Vranci¢a
Sibenik (pohvala).

IV. razred

Mila Mareti¢, Prva gimnazija VaraZdin, VaraZdin, Emil Missoni, XV. gimnazija, Zag-
reb, Kristijan Simovi¢, XV. gimnazija, Zagreb, Hrvoje Valent, Gimnazija Lucijana Vra-
njanina, Zagreb, MasSa Dobri¢, XV. gimnazija, Zagreb (I. nagrada); Jakov Pero§, Gimna-
zija Franje Petria Zadar, Zadar (II. nagrada); Tomislav Vlajcevi¢, XV. gimnazija, Zag-
reb, Mare Zrno Agoli, XV. gimnazija, Zagreb (III. nagrada); Fran Janci, Gimnazija Josipa
Slavenskog Cakovec, Cakovec, Ante Turk, Gimnazija Metkovié, Metkovié, Ita Blaskovic,
XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

B varijanta

I. razred

Gabriel Brebri¢, Prirodoslova Skola Vladimira Preloga, Zagreb (1. nagrada); Roman
Honcharenko, Deutche Internationale Schule in Zagreb, Thomas Velci¢, Prva rijeCka hr-
vatska gimnazija, Rijeka, Adriana Letica, Srednja $kola fra Andrije Kaci¢a Miocica, Ma-
karska, Fran Valencié, Srednja $kola Jastrebarsko, Jastrebarsko (II. nagrada); Tomas Sti-
mac, Srednja Skola za elektrotehniku i raCunalstvo, Rijeka (III. nagrada); Tena Brljak,
Gimnazija Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec, Mihael Fruk, Srednja $kola Krapina,
Krapina, Matej Gavran, Tehnicka Skola Rudera BoSkovica, Zagreb, Lara Uljevié, V. gim-
nazija Vladimira Nazora Split, Split (pohvala).

II. razred

Josip Eranovié, IV. gimnazija Marka Marulica, Split (1. nagrada); Danilo Bartoli¢, Teh-
ni¢ka Skola Rudera BoSkovica, Zagreb, Josip Celi¢, Tehnicka $kola Rudera BoSkovica,
Zagreb, NataSa Drakulié¢, Gimnazija Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec, Ema Fabris,
Talijanska srednja Skola Dante Alighieri — Scuola media superiore italiana Dante Alig-
hieri, Pola (II. nagrada); Lola Subasi¢ Careva, Gimnazija TituSa Brezovackog, Zagreb,
Val S imic¢i¢, Gimnazija Vladimira Nazora, Zadar (III. nagrada); Marko DraZeti¢, Prirodos-
lovna Skola Vladimra Preloga, Zagreb, Josip Kostani¢, Gimnazija Lucijana Vranjanina,
Zagreb, Mateo Foder, Srednja Skola Ivanec, Ivanec (pohvala).

IIIL. razred

Wenhang Jiang, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Toni Bartoli¢, Tehnicka Skola Ru-
dera BoSkovica, Zagreb, Jan Filakovi¢, Elektrotehnicka i prometna Skola Osijek, Osijek
(IL. nagrada); Maksim Stankovi¢ Sprajc, Prva privatna gimnazija s pravom javnosti, Zag-
reb, Fran Ozimec, Srednja Skola Ivan vaear Ivani¢-Grad, Ivanié-Grad (III. nagrada);
Jakov Buri¢, Gimnazija Antuna Vrancica, Sibenik, Nikola Lovri¢, Gimnazija Nova Gra-
diSka, Nova Gradiska (pohvala).

IV. razred

Nikla Borc¢i¢, Gimnazija Karlovac, Karlovac, Viktorija Pribani¢, IX. gimnazija, Zag-
reb, Ana Karla Vodanovié, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Marko Glucina, Srednja
§kolva fra Andrije Kaci¢a MioSi¢a, Makarska (II. nagrada); Dominik Juraga, Tehnicka Sko-
la, Sibenik, Lasta Trupcevié, Prirodoslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb (III. nagra-
da); Petar Bic¢ani¢, Tehnicka Skola Rudera Boskovic¢a Vinkovci, Vinkovci, Sara Dutour
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Sikiri¢, Prirodoslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb, Andrej Badenici¢, Gimnazija Jo-
sipa Slavenskog Cakovec, Cakovec, Tina Naranci¢, Gimnazija Nova Gradiska, Nova Gra-
diska (pohvala).

Zadatci s Drzavnog natjecanja — A varijanta

I. razred
1. Odredi sve parove (x,y) realnih brojeva za koje vrijedi

[2x+ 1| +3x— 2y =—14
[3x + 1] + x + 4y = 25.

2. Dokazi da za sve pozitivne realne brojeve a, b i ¢ zakojeje a > ¢ 1 b > ¢ vrijedi

nejednakost
Vela—c) 4 /(b —c) < Vab.

3. Vrhovima B, C i D kvadrata ABCD prolaze, redom, medusobno paralelni pravci
b, c i d. Ako je udaljenost pravaca b i ¢ jednaka 5, a udaljenost pravaca b i d
jednaka 7, kolika moZe biti povrSina kvadrata ABCD?

4. Plocu na slici treba prekriti plo¢icama
dimenzija 1x2. Svaka ploc¢ica prekriva
to¢no dva polja. Plocice se smiju roti-
rati i ne smiju se preklapati. DokaZi da
je broj nacina na koje se to moZe nap-
raviti jednak zbroju kvadrata dvaju pri-
rodnih brojeva.

5. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (a, b,c) takve da vrijedi
24 +2b% =3+ 67.

II. razred

1. Odredi najve¢u mogucu povrsinu pravokutnika upisanog u pravokutni trokut s ka-
tetama duljina 5 i 12 tako da se dva vrha pravokutnika nalaze na hipotenuzi, a po
jedan vrh na svakoj kateti tog trokuta.

2. Odredi broj razli¢itih vrijednosti koje poprima izraz
n*—2
n2—n+2’

zane{l,2,3,...,2026}.

3. Neka je m prirodan broj i neka su a i b prirodni brojevi takvi da je
m* <a<m*+m i m*<b<m+m.
Odredi sve prirodne djelitelje d umnozaka ab za koje vrijedi
m? <d<m*+m.

4. Blok je figura koja se sastoji od Sest jedini¢nih kvadrata kao
§to je prikazano na slici. Odredi najvec¢i moguci broj bloko-
va koje je moguce postaviti na plo¢u dimenzija 6 x 11 tako
da svaki prekriva to¢no Sest polja. Blokovi se mogu rotirati
i ne smiju se preklapati.
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5. Neka je H ortocentar Siljastokutnog trokuta ABC i M poloviste stranice AB. Pravac
HM sijece pravce AC i BC redom u tockama A; i B;. Neku su A, i B, redom
nozista okomica iz A; i B; na pravac CH. Dokazi da se pravci AB; i BA; sijeku
na opisanoj kruznici trokuta ABC.

III. razred
1. Neka je
_ sin 1° sin 5° sin 177°

" cos0°cos1°  cos2°cos3° T cos 88° cos 89°

B =1tg91° +1tg92° + ... +tg179° + tg 180°.
IzraCunaj A + B.
2. Odredi sva realna rjeSenja jednadzbe
¥ —dx+2

(2 n \/5))(274)&2 + (\fs - 2) — 18,

3. Postoje li prirodni brojevi a, b i ¢ takvi da su
log,(bc+ 1), logy(ca+1) i log.(ab+1)
takoder prirodni brojevi?

4. Neka je ABC siljastokutni trokut u kojem je |BC| < |CA]|. SrediSte njegove upisane
kruZnice je tocka I, a k mu je opisana kruZnica. Neka su M i N redom polovista
kracih lukova nad tetivama BC i CA kruZnice k. Pravac kroz C paralelan s MN
ponovno sijece kruZnicu k u tocki P. Pravac PI ponovno sijece kruZnicu k u tocki
T. Dokazi da vrijedi

|MP| - |MT| = |NP| - |NT)|.

5. Na pravcu p oznaceno je 2026 tocaka na jednakim razma- °
cima. U jednoj poluravnini (s iste strane pravca p) oznace- e
ne su sve tocke koje zajedno s dvjema oznacenim tockama o

pravca p ¢ine vrhove jednakostrani¢nog trokuta. Neka je 7° o0 6 o o
skup svih oznacenih toc¢aka, ukljucujuci one na pravcu p. eo o000 0

Josip moze brisati to¢ke skupa 7 tako da u svakom koraku ® ® ® ¢ ¢ ¢ ©

obriSe po tri tocke koje su vrhovi nekog jednakostrani¢nog trokuta. Korak ponavlja
sve dok mu ne ostane to¢no jedna tocka. Tocka skupa 7 koja moZe ostati posljednja
neobrisana naziva se Josipova. Odredi broj Josipovih tocaka.

IV. razred
1. Neka je (an)nen nekonstantan aritmeticki niz realnih brojeva takav da postoji pri-
rodni broj r za koji je
arp1 +arp2 = a1 +ax+ ...+ azeg2.
Dokazi da niti jedan ¢lan tog niza nije jednak 0.

2. Neka je ABC trokut s pravim kutom u vrhu C. Neka je D noZiSte visine iz vrha C.
KruZnica sa srediStem u C polumjera |CD| sijece opisanu kruZnicu trokuta ABC u
totkama E i F. Pravac EF sijece duljinu CD u to¢ki P. DokaZi da je P poloviste
duljine CD.

3. Za uredenu trojku prirodnih brojeva (a, b, c) kazemo da je morska ako su a,b i ¢
medusobno razliiti, te je broj ac djeljiv brojevima a + b i b + ¢. DokaZi da
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a) za svaki prirodni broj d >1 postoji morska trojka (a, b, ¢) zakoju je M(a,b,c)=d.
b) ne postoji morska trojka (a, b, c) za koju je M(a,b,c) = 1.

Napomena. M(a,b,c) oznacava najvedi zajednic¢ki djelitelj brojeva a, b i c.
4. Odredi koliko ima polinoma s realnim koeficijentima
flx) = X020 4 0005?04 aix + ag

takvih da je f(2026) = 0 i da postoji polinom g(x) s realnim koeficijentima takav

da jednakost
(Fr+1) —f(x) - glx) =f(x)
vrijedi za svaki realan broj x.

5. Za arhipelag od 2026 otoka kazemo da je dobro povezan ako medu svakih pet raz-
li¢itih otoka, postoje tri takva da izmedu svaka dva od njih postoji dvosmjerna brod-
ska linija. Odredi najveci prirodni broj N takav da u svakom dobro povezanom ar-
hipelagu postoji niz od barem N razli¢itih otoka takav da su svaka dva uzastopna,
te prvi i posljednji otok u nizu povezani brodskom linijom.

Zadatci s Drzavnog natjecanja — B varijanta

I. razred
1. Odredi sve parove (x,y) realnih brojeva takvih da vrijedi
x| +2[y[ =2
[lx[ = [yl = 1.
2. ?:ggredi sve Getvorke (a, b, ¢, d) prostih brojeva takvih da vrijedi 2a+4b+5¢+8d =

1
3. Neka je A umnozak brojeva 1 — — za sve prirodne brojeve n od 2 do 2027, ).
n

0= (-3) () (-3) ()

Rijesi jednadZbu
+ al + o +- 1+ a
x =
142 14243 1+24--- 42026

A

X
4. Neka su AE i AF visine paralelograma ABCD pri ¢emu je to¢ka E na duZini BC,
a to¢ka F tocka na duzini CD. Ako je |[AE| = 32, |AF| =20 i cos |JEAF| = %
kolika je povrSina ¢etverokuta AECF?

pri ¢emu je na lijevoj strani zbroj 2026 pribrojnika oblika

5. Na metalnu plocu postavljaju se magneti, crveni i plavi, tako da na svakom polju
bude po jedan magnet. Magnete iste boje ne razlikujemo.
a) Na koliko se nacina moZe popuniti jedan redak od Sest polja tako da broj plavih
magneta u tom retku bude paran?
b) Na koliko se nacina moZe popuniti ploca dimenzija 6 x 6 tako da u svakom retku
i u svakom stupcu bude paran broj plavih magneta?
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II. razred

1.

Odredi sve peteroznamenkaste brojeve kojima aritmeti¢ka sredina prve i trece zna-
menke iznosi 7, druge i Cetvrte 5, trece i pete 4, a Cetvrte i prve znamenke 5.

. Odredi najmanju mogucu duljinu stranice BC trokuta ABC u kojem vrijedi

|JBAC| =60° i |AB|+ 3|AC| = V2.

. Trokutu ABC opisana je kruZnica k. Duljine lukova BAC, (34 i AB kruznice k od-

nose se kao 3 : 2 : 7. IzraCunaj vjerojatnost da se slu¢ajno odabrana tocka kruga
omedenoga kruZnicom k nalazi unutar trokuta ABC.

. Odredi sve realne brojeve p, g i r za koje je [—1,2) \ {r} skup svih rjeSenja ne-

jednadZzbe
—2px* + p*x
0.25¢3x% + g*x —

. Lorna je stavila kuglice u deset kutija tako da je u svakoj kutiji barem jedna kuglica

i da ne postoje dvije kutije u kojima je jednak broj kuglica. Tada je primijetila da,
koju god kutiju odabrala, moZe uzeti sve kuglice iz nje i ubaciti ih u neke od pre-
ostalih kutija tako da u svakoj od tih devet kutija bude jednak broj kuglica. Koliki
je najmanji mogudi ukupan broj kuglica u svih 10 kutija?

III. razred

1.

Odredi sva rjeSenja nejednadzbe

. n 3 oy < 1
sinxcosx + —— cos2x < ——
2 -2

u intervalu [—m, 7).

. Dva su vrha trokuta ABC to¢ke A(2,—3) i B(3,—2). TeziSte toga trokuta leZi na

pravcu 3x—y—8 = 0, a njegova povrSina iznosi o Odredi sve moguce koordinate
vrha C.

. Odredi sve prirodne brojeve n takve da je log, (n2 + 295) takoder prirodan broj.
. Neka je ABCD konveksan cetverokut takav da vrijedi

|AB| = |CD| =5, |BC|=+65 i |AD|=1.

Dijagonale tog cetverokuta sijeku se u tocki P. Ako je zbroj povrSina trokuta PAB
i PCD jednak zbroju povrsina trokuta PBC i PDA, kolika je povrSina cetverokuta
ABCD?

. Za ekipno natjecanje iz matematike prijavili su se ucenici triju razreda, 3.a, 3.bi 3.c.

Iz svakoga od tih triju razreda prijavila su se po dva mladi¢a i dvije djevojke. Ako
se od svih prijavljenih u¢enika na slucajan nacin odabere Cetveroclana ekipa, kolika
je vjerojatnost da ¢e u ekipi biti predstavnici svakoga razreda te barem jedan mladi¢
i barem jedna djevojka?
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IV. razred
1. DokaZi da za svaki prirodni broj n > 2 vrijedi

\/1+1+1+\/1+1+1+ TNV RN NN R
22 2232 -1 2 "

2. Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

Re(z) — %Im(z“) = (Re(zz))2

Im(zz) =2V/2.

3. Neka je ABC trokut s pravim kutom u vrhu C. Simetrala kuta SBAC sijee opisanu
kruZnicu tog trokuta u tockama A i D. Neka je E tocka na pravcu AC takva da je
duljina AD okomita na duZinu DE. Ako je tocka C poloviste duZine AE, odredi
|XBAC|.

4. Ana i Tea naizmjence bacaju asimetri¢ni nov¢i¢ kod kojega pismo pada s vjerojat-
no$¢u p. Pobjeduje ona koja prva dobije pismo. Ako Tea baca prva, a Ana pobjeduje
s vjerojatnoséu 0.25, odredi p.

5. Odredi najmanji prirodni broj koji ima tocno 30 djelitelja.

DrZavno povjerenstvo za natjecanja iz matematike
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