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Prikazani su ukratko najzanimljiviji rezultati postignuti u podruèju kemijske teorije grafova u Gru-
pi za teorijsku kemiju Instituta “Rugjera Boškoviæa” posljednjih trideset i pet godina. U èlanku se
govori o Sachsovome teoremu za konstrukciju karakteristiènoga polinoma molekule, o uvoðenju
topologijske rezonancijske energije kao mjere aromatiènosti konjugiranih molekula, o analizi izo-
spektralnih molekula, o razvijanju algoritama za generiranje i prebrojavanje Kekuléovih struktura,
o razvoju i primjeni molekularnih deskriptora, o analizi modela konjugiranih krugova i njegovoj
primjeni na fulerene, o analizi razlièitih graf-teorijskih matrica, o razvoju raèunalne metode
CROMRsel za modeliranje svojstava molekula pomoæu molekularnih deskriptora, o razvoju i
primjeni algoritama za prebrojavanje razlièitih klasa molekula te o studiranju kompleksnosti mo-
lekula i kemijskih reakcija. Navedeni su brojni suradnici i gosti Grupe za teorijsku kemiju, koji su
radili na problemima kemijske teorije grafova.
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Poèetkom moderne kemijske teorije grafova u Hrvatskoj
moÞe se smatrati èlanak Graph Theory and Molecular Orbi-
tals. Application of Sachs Theorem, èetvorice èlanova Gru-
pe za teorijsku kemiju Instituta “Rugjera Boškoviæa”: Ante
Graovca, Ivana Gutmana, Nenada Trinajstiæa i Tomislava
Ýivkoviæa, koji je tiskan u èasopisu Theoretica Chimica Acta
26 (1972) 342. Èlanak je stigao u èasopis 1. travnja 1972. U
tom je èlanku pokazano kako se moÞe karakteristièni poli-
nom konstruirati na temelju strukturnih karakteristika mo-
lekule, koja je u tu svrhu prikazana kao graf, a postupak se
temeljio na teoremu prilagoðenom za kemijsku uporabu,
koji je objavio 1962. njemaèki matematièar Horst Sachs.1 O
znaèenju toga èlanka kaÞe Roger B. Mallion “…paper that
changed everything and gave a verve and momentum to the
subject unlike any other…” (…èlanak koji je promijenio sve
i unio polet i zamah u podruèje kao niti jedan prije…).2

Meðutim, dosta prije Sachsa, Coulson je prvi uoèio vezu
izmeðu koeficijenata karakteristiènoga polinoma i podgra-
fova.3

Nakon prvoga èlanka nastavljena je analiza razlièitih graf-
teorijskih aspekata jednostavne teorije molekulskih orbitala
poznate u literaturi kao Hückelova teorija. NajvaÞniji rezul-
tat objavljen je 1977., kada je predloÞena topologijska re-
zonancijska energija (TRE indeks) kao mjera aromatiènosti
neke konjugirane molekule i kada je uveden polinom spari-
vanja.4 Poticaj za gore navedeni èlanak bila su dva ranija
èlanka, objavljenja 1972., u kojima je dana jedna jedno-
stavna mjera aromatièke stabilnosti izvedena pomoæu
Hückelove teorije.5,6 Ta se dva èlanka još uvijek citiraju i
analiziraju, vidi npr. nedavni èlanak Schaada i Hessa u Che-
mical Reviews,7 u kojem autori razmatraju u posebnom
odjeljku Milun, Sobotka and Trinajstiæ Two-Bond Reference.
Èlanak o indeksu TRE imao znatan utjecaj na razvoj moder-
ne teorije aromatiènosti, a u mnogim knjigama o aroma-
tiènosti posveæeno mu je nekoliko stranica, vidi npr. V. I.
Minkin, M. N. Glukhovtsev, B. Y. Simkin, Aromaticity and
Antiaromaticity, Wiley, New York, 1994). Danas se indeks
TRE rabi bez citiranja izvornoga rada u kome je predloÞen.

Meðu mnogim zanimljivim rezultatima koji su postignuti
ovdje æemo navesti rezultat da meðu svim moguæim konju-
giranim molekulama postoji samo 6 molekula koje imaju
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cjelobrojni graf-teorijski spektar8 i rezultat o izospektralnim
konjugiranim molekulama.9 Taj je rezultat zanimljiv zato jer
je u doba dominacije Hückelove teorije molekularnih orbi-
tala bio nepoznat. Izospektralne molekule su molekule koje
su razlièito graðene, ali koje imaju identiène graf-teorijske
spektre.10,11 U matematièkoj teoriji grafova takvi se grafovi
nazivaju kospektralni grafovi.12 Rjeènikom Hückelove teori-
je izospekralnost znaèi da postoje konjugirane molekule,
koje imaju identiène Hückelove molekularne orbitale. Par
takvih molekula je 1,4-divinilbenzen i 2-fenilbutadien, a
prvi ih je uoèio Tomislav Ýivkoviæ. Nakon dovršavanja mate-
matièke analize Hückelove teorije i graf-teorijske analize
konjugiranih molekula sve što je napravljeno saÞeto je u
knjizi A. Graovac, I. Gutman, N. Trinajstiæ, Topological Ap-
proach to Chemistry of Conjugated Molecules, Springer-
Verlag, Berlin, 1977.

Nakon 1977. Milun se posvetio spektroskopiji, vakuumskoj
fizici i nanostrukturama, Gutman je napustio Zagreb, smje-
stio se u Kragujevcu (SiCG) i nastavio je vrlo kvalitetno raditi
u podruèju matematièke kemije, a Ýivkoviæ je nastavio radi-
ti u podruèju kvantne raèunalne kemije. Graovac i Trinajstiæ
nastavili su raditi u podruèju kemijske teorije grafova, s time
da se Graovac kasnije usredotoèio na kombinatorne proble-
me vezane za nanostrukture.

Buduæi da je kemijska teorija grafova dio matematièke ke-
mije, Gutman i Trinajstiæ su pred par godina pokušali defini-
rati to podruèje teorijske kemije, nakon što su analizirali
postojeæe definicije, na sljedeæi naèin:13 Mathematical che-
mistry is part of theoretical chemistry which is concerned
with applications of mathematical methods to the chemical
problems (matematièka kemija je dio teorijske kemije koji
se bavi primjenama matematièkih metoda na kemijske pro-
bleme). I drugi su se autori pozabavili razvitkom matema-
tike u kemiji i takoðer su pokušali definirati matematièku
kemiju.14,15

Nakon vrlo plodnoga razdoblja 1972.–1977. u podruèje
kemijske teorije grafova ulazi brojni mlaði suradnici, od
kojih neki nakon doktorata, a neki i nakon diplomskoga
rada napuštaju Hrvatsku: Predrag Iliæ (došao iz BiH-a raditi
na doktoratu, otišao u SAD), Borka DÞonova-Jerman-BlaÞiè
(došla iz Slovenije raditi na doktoratu i tamo se vratila),
Biljana Panzova (došla iz Makedonije raditi magistarski rad i
tamo se vratila), Boris Sinkoviæ (nakon diplomskoga rada
otišao u SAD), Ýeljko Jerièeviæ (nakon doktorata otišao u
SAD, sprema se vratiti na Sveuèilište u Rijeci), Aleksandar
Sabljiæ, Albin Juriæ, Branko Rušèiæ (nakon doktorata otišao u
SAD), Emil Pop (došao iz Rumunjske raditi na doktoratu i
tamo se vratio, danas je u SAD-u), Sonja Nikoliæ, Kemo Sina-
noviæ (došao iz BiH-a raditi magistarski rad i tamo se vratio),
Nada Bošnjak, Alemka BoÞiæ, Gani Jashari (došao iz Kosova
raditi doktorat i tamo se vratio), Bogdan Bogdanov (došao iz
Makedonije raditi na doktoratu i tamo se vratio), Dejan
Plavšiæ, Dragan Amiæ (Osijek), Zlatko Mihaliæ, Bono Luèiæ,
Emil Ivanov Raèin (došao iz Bugarske raditi na doktoratu i
tamo se vratio), Maria Baryzs (došla iz Poljske raditi na dok-
toratu i tamo se vratila), DraÞen Horvat, Iva Maria Toliæ-Nor-
relyke (dijelom izradila doktorat na Institutu “Rugjeru Bo-
škoviæu”, a dijelom na Harvardu, sada je u Njemaèkoj),
Ante Milièeviæ (izradio diplomski rad na Institutu “Rugjeru
Boškoviæu, sada je u Institutu za medicinska istraÞivanja i
medicinu rada), Damir Vukièeviæ (Split), Sarah Rajtmajer (kao
studentica došla na ljetnu praksu s Department of Mathe-

matics, Columbia University, New York, sada radi doktorat
na Odsjeku za matematiku, Prirodoslovno-matematièkoga
fakulteta u Zagrebu). Takoðer se uspostavlja suradnja sa
znanstvenicima iz svijeta: Danail Bonchev (Bugarska, SAD),
Roger B. Mallion (Engleska), Jan von Knop (Njemaèka), Pavel
Køivka (Èeška, bio na poslijedoktorskoj specializaciji u Za-
grebu), Sherif El-Basil (Egipat), Milan Randiæ (SAD, utemeljio
Grupu za teorijsku kemiju), Maria Barysz (Poljska), Benja-
min M. Gimarc (SAD), Dragoš Cvetkoviæ (SiCG), Douglas J.
Klein (SAD), Harold W. Kroto (Engleska), Charles F. Wilcox,
Jr. (SAD), Marjan Vraèko (Slovenija), Bojan Mohar (Sloveni-
ja), Subhash C. Basak (SAD), Stuart Carter (Engleska), István
Lukovits (Maðarska), Haruo Hosoya (Japan), Alan R. Katritzky
(SAD), Dušanka JaneÞiè (Slovenija), Lionello Pogliani (Italija),
Janez Ýerovnik (Slovenija), Mircea V. Diudea (Rumunjska),
Károly Hérberger (Maðarska), Christoph Rücker (Njemaèka),
Edward C. Kirby (Škotska), A. T. Balaban (Rumunjska, SAD),
TomaÞ Pisanski (Slovenija).

Problemi na kojima se radi su analiza modela konjugiranih
krugova, prebrojavanje i generiranje Kekuléovih struktura,
razvoj i primjena molekularnih deskriptora, razvoj primjena
graf-teorijskih matrica od kemijskoga interesa, modeliranje
QSPR i QSAR, kompjutorsko generiranje i prebrojavanje
razlièitih klasa molekula, razmatranje kompleksnosti mo-
lekula. Uporedo s tim opseÞnim istraÞivanjima, Trinajstiæ
piše prvu i za sada jedinu monografiju o kemijskim prim-
jenama teorije grafova, koju naslovljava Chemical Graph
Theory, koja izlazi iz tiska 1983. u dva sveska16, èije je drugo
izdanje izašlo 1992. u jednom svesku17, a treæe je u pripre-
mi. Naziv kemijska teorija grafova danas je opæenito pri-
hvaæen za podruèje primjena teorije grafova u kemiji, a
knjiga se citira preko 1700 puta.

Milan Randiæ je 1976. predloÞio model konjugiranih krugo-
va za studiranje aromatiènosti konjugiranih sustava18,19, koji
se pokazao osobito pogodan u primijeni na fulerene i srod-
ne sustave. Konjugirani krugovi èine strukturnu particiju
Kekuléovih struktura, koji su se pokazali osebujnim za ocje-
nu aromatiènosti pojedine konjugirane strukture. Pokazano
je da model konjuiranih krugova posjeduje strogu kvantno-
mehanièki temelj i da ga je moguæe izvesti iz Pauling-Whe-
landovoga modela, a da pripadni Hamiltonijan moÞe strogo
definirati u prostoru ortogonalnih Kekuléovih struktura.20

Problem, koji se tu javlja je generiranje i prebrojavanje
Kekuléovih struktura iz kojih se izvode konjugirani krugovi.
Jedan naèin rješenja toga problema je pomoæu metode
temeljene na Pascalovom rekurzivnome algoritmu21, a u
sluèaju konjugiranih polimera i sliènih molekula pomoæu
metode transfer-matrice.22 S problemom prebrojavanja Ke-
kuléovih struktura velikih benzenoidnih molekula pozaba-
vio se u novije doba zagrebaèki matematièar Tomislav
Došliæ. On je razmatrao tzv. benzenoidne paralelograme i
trokutaste benzenoide23. Kekuléove strukture su temeljne
valentne strukture u teoriji valentnih struktura24,25, pa su
studirana njihova svojstva26,27, a tu se istièu suradnièki do-
prinosi splitskoga matematièara Damira Vukièeviæa.28–30

U Zagrebu (a vrlo èesto u suradnji s kolegama iz svijeta) je
razvijeno nekoliko molekularnih deskriptora, kao što su Za-
grebaèki indeksi31,32 i poopæeni Zagrebaèki indeksi33, Hara-
ryjev indeks34 i modificirani Hararyjev indeks35, detour-in-
deks36, varijabilni Wienerov indeks37 i poopæeni Wienerov
indeks.38 Uporedo s razvijanjem i uporabom molekularnih
deskritptora, razmatrane su graf-teorijske matrice iz kojih se
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veæina molekularnih deskriptora izvodi. Tako su predloÞe-
ne Hararyjeva matrica34, Baryszina matrica udaljenosti39,40,
razlièite matrice za uteÞene grafove41,42, a studirana su
svojstva detour matrice36,43, Laplaceove matrice44, razlièitih
matrica udaljenosti45,46, matrice incidencije47, Markovljeva
matrica48, Schultzove matrice49 i grafièkih matrica.50–53 Sve
što je uraðeno u vezi s graf-teorijskim matricama u kemij-
skoj teoriji grafova sabrano je u preglednom èlanku Graph-
Theoretical Matrices in Chemistry.54

Razvijena je takoðer i strategija modeliranja svojstava
molekula pomoæu molekularnih deskriptora55, koja je re-
zultirala izmeðu ostaloga i raèunalnim postupkom nazva-
nim CROMRsel.56–58 Sudeæi prema odjecima u literaturi
našu strategiju primjenjuje dosta istraÞivaèa, a monografije
u kojima raspravlja o molekularnim deskriptorima i modeli-
ranju QSPR/QSAR spominju radove Zagrebaèke grupe (vidi
lit.40,59,60). U literaturi se naziva Zagrebaèka grupa onaj dio
Grupe za teorijsku kemiju Instituta “Rugjera Boškoviæa” koji
se bavi kemijskom teorijom grafova.

Uoèivši u literaturi poèetni razvoj i uporabu virtualnih kom-
binatornih knjiÞnica kemijskih spojeva u pripravi spojeva
ciljanih svojstava, zapoèelo je razvijanje algoritama za pot-
puno generiranje i prebrojavanje razlièitih klasa molekula u
suradnji s profesorom Janom von Knopom i njegovom gru-
pom sa Sveuèilišta u Düsseldorfu i u jednom dijelu s profe-
sorom Sir Haroldom W. Krotom sa Sveuèilišta u Brightonu.
Pionirski radovi u tom podruèju bili su kodiranje, generi-
ranje i prebrojavanje aciklièkih spojeva pomoæu ureðene
N-torke i uporaba obrnutoga leksikografskoga reda61 te
kodiranje pomoæu koda DAST (dualist angle-restricted
spanning tree), generiranje i prebrojavanje benzenoidnih
ugljikovodika.62 Osim pojma kemijskih stabala, uveden je u
pojam fizikalnih stabala, koja za razliku od kemijskih stabala
zadrÞavaju informaciju o svojem nastanku.63 Na temelju
koncepcije o fizikalnim stablima predloÞen je jednostavan
mehanizam po kojem se formiraju aciklièke molekule u
meðuzvjezdanom prostoru.64 Kasnije je pokazano da su
Morganova stabla65 podvrsta fizikalnih stabala.66 Sve što je
uèinjeno u Zagrebu u podruèju generiranja i prebrojavanja
sabrano je u knjizi Computational Chemical Graph Theory67

i u tri pregledna èlanka68–70 napisana po pozivu za seriju
Chemical Modelling, koju izdaje Royal Society of Chemistry
u Londonu.

Studiranje kompleksnosti molekula i traganje za struktur-
nim èimbenicima koji utjeèu na sloÞenost molekularnih su-
stava i kemijskih reakcija pokazalo je da kompleksnost
molekula raste s velièinom molekule, s grananjem moleku-
le, prstenovima i s prostornim rasporedom, a pada s pora-
stom simetrije. Sve što je uèinjeno u tom podruèju sabrano
je u preglednom èlanku, napisanom po pozivu.71 Studirana
je i kompleksnost Platonskih72 i Arhimedskih krutina73, jer
su sve Platonske krutine realizirane u kemiji, a od Arhimed-
skih krutina za sada jedino krnji ikozaedar, koji sluÞi kao
model za strukturu buckminsterfullerena, kuglaste moleku-
le, koja se sastoji od 60 ugljikovih atoma.74 Govoreæi o
buckminsterfullerenu, vrijedi napomenuti da su nedavno
Vukièeviæ, Kroto i Randiæ75 objavili atlas Kekuléovih va-
lentnih struktura buckminsterfullerena. Buckminsterfulleren
ima 12 500 Kekuléovih struktura76, a ovi su autori ustanovili
da su samo 158 Kekuléovih struktura nezavisne, koje mogu
svrstati u šest skupina s obzirom na stupnjeve slobode: 1
df(10), 2 df(9), 33 df(8), 47 df(7), 39 df(6) i 36 df(5). Pojam
stupanj slobode Kekuléove strukture (na engleskome jeziku

degree of freedom, otuda kratica df) uveli su Randiæ i
Klein77, a stupanj slobode Kekuléove strukture definiran je
kao najmanji broj dvostrukih veza koji jednoznaèno defini-
ra Kekuléovu strukturu. Tako npr. 47 df(8) znaèi da ima 47
nezavisnih Kekuléovih struktura buckminsterfullerena, koje
su jednoznaèno definirane sa 7 dvostrukih veza. Babiæ i Tri-
najstiæ prije više od 10 godina analizirali Kekuléove struk-
ture buckminsterfillerena pomoæu teorije grupa ustanovivši
da buckminsterfulleren ima 158 nezavisnih Kekuléovih
struktura.63

Èlanovi Grupe za teorijsku kemiju (Babiæ, Graovac, Nikoliæ,
Trinajstiæ, Ýivkoviæ) sudjelovali su u utemeljenju i organizi-
ranju meðunarodnih skupova poznatim pod nazivom
MATH/CHEM/COMP, koji su zapoèeli 1986. i do sada ih je
u neprekinutome nizu odrÞano 20, svi u Dubrovniku, osim
dvaju (odrÞanih u Rovinju) u godinama Domovinskoga rata,
kada je Dubrovnik bio izloÞen zloèinaèkome granatiranju.
Na tim skupovima sudjeluju matematièari koji se bave
diskretnom matematikom, specijalisti za raèunalne znano-
sti, kemièari, koji se bave matematièkom kemijom, kemij-
skom teorijom grafova i raèunalnom kemijom, kao i mno-
gobrojni sudionici iz drugih podruèja kao što su bioinforma-
tika, biofizika, medicinska kemija, farmaceutska kemija,
itd. Naroèita vrijednost tih skupova je u tome što na njima
sudjeluje veliki broj studenata i mladih znanstvenika iz do-
movine i svijeta. Ti skupovi su kroz godine postali vrlo utje-
cajniji za istraÞivanja u podruèju u kojem se isprepliæu
diskretna matematika, kemijska teorija grafova i raèunalna
kemija. Tome u prilog svjedoèi broj sudionika – na poèetku
je skupovima sudjelovalo dvadesetak sudionika, ali valja
naglasiti polovica je bila iz inozemstva dok u novije vrijeme,
a osobito nakon 2000., broj sudionika višestruko nadma-
šuje poèetni broj.

ZAHVALA

Zahvaljujem se recenzentima na vrijednim primjedbama.
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SUMMARY

On Some Interesting Results Achieved in Chemical Graph Theory in Croatia
N. Trinajstiæ

Some interesting results achieved in chemical graph theory in Theoretical Chemistry Group at the
Rugjer Boškoviæ Institute are briefly reviewed. In the article are discussed the use of the Sachs
theorem for the construction of the characteristic polynomial of molecules, the topological reso-
nance energy as a measure of aromaticity, isospectral molecules, the development of algorithms
for the generation and enumeration of Kekulé structures, the analysis of the conjugated-circuit
model and its application to fullerenes, the analysis of various graph-theoretical matrices, the de-
velopment of the computational method CROMRsel for modeling molecular properties by means
of descriptors, the development and application of algorithms for the enumeration of various clas-
ses of molecules and the studies of the complexity of molecules and chemical reactions. Nume-
rous co-workers and visitors that did research in chemical graph theory in Theoretical Chemistry
Group are listed.
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