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GH-nejednakost

ILigA ILISEVICH

Sazetak. Dana je GH nejednakost. Primjena GH nejednakosti
tlustrirana je na nizu zanimljivih zadataka koji su prilagodeni uéenicima
srednjih $kola.

Kljuéne rijeéi: GH-nejednakost
GH-inequality

Abstract. GH-inequality is given. Application of GH inequality
is illustrated on a number of interesting tasks adapted for high school
students.

Key words: GH-inequality

Neka je a = (a1, aq, .. ., a,) dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada su harmoni-
jska, geometrijska, aritmeticka i kvadratna sredina n-torke a definirane redom sa
n
Hy(a) = 5 T T
ar ta Tt

Gr(a) = Yaraz--an,

ap+ag+---+ap

A”(a’): n ’
2 2 2
Kn(a):a1+a2_; an.

Vrijedi
Hy(a) < Gpla) < Ap(a) < Kp(a).
Pritom jednakosti vrijedi ako i samo ako je a1 = ag = -+ = ay.

Nejednakosti G (a) > Hp(a), An(a) > Hy(a), An(a) > Gp(a), K,(a) >
A, (a), nazivamo redom geometrijsko-harmonijska, aritmeticko—harmonijska, arit-
meticko—geometrijska, kra¢e, GH-nejednakost, AH-nejednakost, AG-nejednakost,
KA-nejednakost.

Dokazat ¢emo GH-nejednakost i primijeniti je na rjeSavanje nekoliko zadataka.

Dokaz GH—nejednakosti. Primijenimo AG-nejednakost (dokaz AG-nejedna-
kosti se moze vidjeti primjerice u [2]) na brojeve
1 1 1
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*I1I. gimnazija, Kamila Firingera 14, HR-31000 Osijek



60 ILigA ILISEVIC

Imamo

1 1 1
et I 1 1
n

n > nf = = ...

odakle slijedi

Yaiag - Qp > .
=1 1 1
a + as + + QAn,

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = ag = -+ = a,.

Zadatak 1. Dokazite da za svaki prirodni broj n > 1 vrijedi nejednakost

1+1+1+ +1>"2nn
V2 W3 Yn n+1

Rjesenje. Nejednakost je ekvivalentna sa

n <n/n—|—1
1 1 :
I+ w5+ 4 5 2

n

g

Prema GH-nejednakosti je

- n - <’\‘/1.{L/§...{L/ﬁ: T\‘/\"/l.z...n’
R

a prema AG-nejednakosti je dalje

n(n+1)
. T+2+--- [ nntl) 1
R T el e (R
n n

Zadatak 2. Dokazite da za svaki prirodni broj n vrijedi nejednakost

n™ < (n!)?.

Rjesenje. Zan = 11in = 2 vrijedi jednakost. Ako je n > 3, primijenimo GH-
nejednakost na brojeve 1-2,2-3, ..., (n—1)n:

< n—1

. ((n — l)n),

3
|
—_

=
—_
[\
~—
—
[\
w
=

EDra-DraGh - © Ve
e S (CETII
s (G



GH-NEJEDNAKOST 61

Potenciramo posljednju nejednakost sa n — 1 i dobivamo
n—1 2
n" < ((n—1)H)" n.
Pomnozimo posljednju nejednakost sa n. Dobivamo

n" < (n!)?.

Zadatak 3. Neka je O oplosje kvadra, a V' njegov obujam. DokaZite da vrijedi

03 > 216V2.

Rjesenje. Neka su a, b, c duljine bridova tog kvadra. Prema GH-nejednakosti je

w

Vabe > —— .
+14

Q=
=
o=

Dalje imamo, redom,

W > 3abc

bc+ ac + ab’
be > 27a3b3¢c3
we = (ab + be + ac)3’
27a%b%c?
I > 0,
(ab + be + ac)?
(ab+bc+ac)® > 27a%b%c2,
(2(ab+ be+ ac))3 > 216(abc)?,
0* > 216V7

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = ¢, tj. ako i samo ako je taj kvadar
kocka.

Zadatak 4. Dokazite da za prirodne brojeve ai,as, ..., a, vrijedi nejednakost

an
n -

ar+as+---+a aitas+-+an
( n S allllagz ceeq

n

Rjesenje. Broj a; uzmimo a; puta, broj as uzmimo as puta, ..., broj a, uzmimo
an puta. Prema GH-nejednakosti imamo

ay+az+---+ap
(1 _|_..._|_$)_|_(1 NI 1)_|_..._|_(Ln_|_..._|_L)

ai az az

1
< (a%al? - .- afn) ¥
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Dalje je
a1 +az+---+an < (a™al? - gt )arTartan
. S ST 1 =\ G n ’
al a1 az as an an
a a e a 1
1 + 2+ + n < (aalaag . ,aa")a1+ﬂ2+"'+an
n = 1 %2 n ?
a1+ ag + -+ ap\ ertazttan
( <af'as®---air.
n
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a3 = ag =+ = a,.

Zadatak 5. Dokazite da za prirodne brojeve a, b, c vrijedi nejednakost

a b c
@atbtc . hatotc . catbte >

(a+b+c).

Wl

Rjesenje. Broj a uzmimo a puta, broj b uzmimo b puta, a broj ¢ uzmimo c puta.
Prema GH-nejednakosti imamo

a+b+e < a+b+\c/m.

R .

a

Dalje imamo

a+b+c < a+b+m’

1 1 1
a'5+b'g+0'z

a ¢ 1
aaFoFe - ba+g+c . cafbFe > g(a +b+ C).

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a =b = c.

Zadatak 6. Neka su ay,as,...,a, pozitivni brojevi ¢ija je suma jednaka 1.
Dokazite da tada vrijedi nejednakost

(1+ail)(1+aiz)~-(1+i)z(n+1)".

Rjesenje. Nejednakost je ekvivalentna nejednakosti

T\L/(1+ail)(1+aiz)...(1+i)zn+l.

Dokazimo ovu nejednakost. Prema GH-nejednakosti je

) 1 i I n
1+ )1+ =) (1+) = — -
ai az QA — + +-+

1
T T
1+H 1+E 1+m
n n
o 1 1 1 B a1 az . (273
g temorttao gatoa Tt ta
al ag an
n
- ai+1 az+1 ant+l 1 1 1
a1+1 + as+1 + + an+1 (a1+1 + as+1 + + an+1)
n 1
= (1 1 1 = 14 1 4.y 1
n— (Rt ot ot | matmo L

n
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Sada primijenimo AH-nejednakost na brojeve a; + 1, a2+ 1, ..., a, +1:
n < latD+(at+l)+---+ (e +1)
T T T >
a1+1 + as+1 +ot an+1 n
_ nt+(artar+---+a,) n+l
N n oon

odakle slijedi

1 1 1
ol Tmpn ot

n “n+1
i konac¢no
1 1 1 1
) w0 2~
1+a1/\1+aq 1+a, 1— aratoa T taa
1 1
1_ n — 1
n+1 n+1
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = az =+ =an = L.
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