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Vise dokaza jedne poznate trigonometrijske
nejednakosti u trokutu

SEFKET ARSLANAGICG* ArLya MumiNaciét

Sazetak. U radu se daje sedam raznih dokaza jedne trigonometrij-
ske nejednakosti o trokutu. Ta nejednakost je znacajna za dokazivanje
drugih nejednakosti. Koristene su razne tehnike kod ovih dokaza.

Kljuéne rijeci: trigonometrijska nejednakost, razni dokazi, nejed-
nakost C-B-S (Cauchy-Buniakovski-Schwarz), aritmeticka i harmoni-
jska sredina i nejednakost izmedu njih, nejednakost Fulera, konveksna
funkcija, Jensenova nejednakost

More proofs of one well-known trigonometric inequality in triangle

Abstract.  In this paper we give seven different proofs for one
trigonometric inequality for triangle. This inequality is important for
proving other inequalities. We used different methods in this proofs.

Key words: trigonometric inequality, different proofs, inequality C-
B-S (Cauchy-Buniakovski-Schwarz), inequality between arithmetic and
harmonic mean, Euler’s inequality, conver function, Jensen’s inequality

Dokazivanje nejednakosti u matematici veoma je zanimljiv i kreativan posao.
Pri tome dolaze do izrazaja razne ideje koje Cesto dovode do rezultata. Naravno,
tko to zeli realizirati mora biti solidno upucen u razna podrucja matematike i dife-
rencijalnog rac¢una.

U ovom clanku pokazat ¢emo razne dokaze jedne poznate trigonometrijske ne-
jednakosti koja cesto ima primjenu kod dokazivanja drugih nejednakosti. Rijec je o
sljedecoj trigonometrijskoj nejednakosti u trokutu:

o B
tg? = + tg®=
§37% Y
gdje su «, {17 unutrasnji kutovi trokuta.

Kod dokaza ove nejednakosti koristit ¢emo neke druge poznate jednakosti i ne-
jednakosti ¢iji se dokazi mogu naéi u [1], [2] i [3]. To su sljedece jednakosti i
nejednakosti koje vrijede za trokut:

B B, Y

tgotgl +tgotgL + tgLtge = 1 2)
g5ty +testes +tgtas =1,
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+tg2% > 1, (1)
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.8,

4R
cos? % + cos 5 0082% = 2;_ T, (3)
cosoz+cosﬁ+cos"y:1+%, (4)

e 8 v 4R+r
tg— +tg— +tg=- = 5
g5 Ttg5 Tieg P ()
R > 2r (Nejednakost Eulera), (6)
AR+ 71 > sV/3, (7)

o

tgg + tgg +tgl > V3, (8)

gdje su r i R polumjeri upisane i opisane kruznice trokuta, s je poluopseg trokuta.
Dokaz 1. Koristeéi poznatu nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine dva pozitivna broja (4 > G), imamo:

e
tg2—+tg2£ 6
—2 "2 tgzg-tgz— tj.
2 - 2 277
2 & 20 a, B
= E>otg—tgl.
tg 2+tg 5 = tg2tg2
Analogno dobivamo i sljedeé¢e nejednakosti:
2B L 27 B, v
= L > 9telteL
tg 2+tg 5 = tg2tg2
: g a v, o
tg?< + tg? = > 2tg—tg—.
g 2+ 85 = =teytes
Nakon zbrajanja tri gornje nejednakosti, dobivamo:
o B Y a B B, v v, o
2 (tg? = +teg?= +teg?L ) > 2 (tg—tgs +tg=tgs +tgtg—
(g2+g2+g2_ g2g2+g2g2+g2g25
odnosno 3 8 8
e y e y v @
tg?— +tg?= +tg?= > tg—tg= +tg=tg- + tg—tg—
g2+g2+g2_ 85 g2+ 85 g2+ g5te5:
a odavde zbog (2):
o B v
tg?— +tg®= +tg®= > 1, qe.d.
g2+g2+g2_ » g.e

o
Vrijedi jednakost u (1), ako i samo ako je th = tgg = tg%, aodavde o = 3 =
(jednakostrani¢ni trokut).

a
Dokaz 2. Uz oznake tg§ =z, tgg =yi tg% = z, jednakost (2) postaje

Ty +yz+zr =1 (9)
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Sada iz nejednakosti
2 +y +2%) = 2@y tyz+2x) = (e -y + (y - 2)* + (2 - 2)° >0
i jednakosti (9) slijedi:
2 + 2 +2%) —2>0, tj.
P+t
odnosno
2/
2

£ 4t
g5 +tg

a ovo je nejednakost (1) koju je trebalo dokazati.

Y
tg?—4 > 1
tig'g >
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Dokaz 3. Nadalje, spomenimo vrlo bitnu C-B-S (Cauchy-Buniakovski-Schwarz)

nejednakost koju ¢emo iskoristiti u sljedecem dokazu. Za n = 3, ona glasi
(arby + azby + asbs)? < (a? + a3 + a3) (b3 + b3 + b3),

nge su a1, as, as, by, ba, bs € R.

Primjenom jednakosti (2) u C-B-S nejednakosti dobivamo vrlo kratak i elegantan

dokaz nejednakosti (1).

a BB v 7 o
1 =tg—tg—+tg—tg= +tg-tg— <
85ty +igTtgs +iggtes <
o B gl o B gl
<Aftg?= +tg? =+ tgio -\ tg? =+ tg? =+ tgio =
—\/g2+g62+g2 gyt
o Y
= tg -+ tg? -+ tg’—.
gigTig g tig;

Dokaz 4. Neka je

«

1—cosx 2

. x .
Kako je tg2§ = — 1, to je:

1+cosx: 1+ cosx

1 1 1
M=2 + + —
l14cosae  1+cosfB 14cosvy

Stavimo da je x = 14 cosa, y = 1+ cos 8, z =1+ cosv; (x,y,2z > 0).
Aritmeticka sredina tih brojeva je

(3+1+%) < g

—~
=

TH+y+=z _1
3 3

—~
s

As =

Wl

(34 cosa + cos B + cosy) =

Harmonijska sredina tih brojeva je

e 3
T 1 1

14—cosoz+ 1+cosﬁ+ 14 cosy

(10)

(11)



74 SEFKET ARSLANAGIC T ALIJA MUMINAGIC

a odavde
11 U S 10) 1 M+3
Hs; 3\1+cosa 1+cosfB 14+cosy/ 3 2 '
te
H 6 (12)
ST M+ 3
Kako je Hs < Az, to dobivamo iz (12) i (11)
6 3
< —
M+3~ 2
S M+3>4
S M>1

a to smo i trebali pokazati.
Dokaz 5. Neka je opet

«
M :tg2§+tg2§+tg2%.

. r 1—cosx .
Kako je tg§ = ona to je:

2 2 2
1—cosa 1 — cos 1 — cos
sin o sin 3 sin vy

(1—-cosa)? (1—cospB)? (1—cosv)? N
sin? a sin? 3 sin®
> (1 —cosa)?+ (1 —cos )%+ (1 — cosy)? =
(4)

= 3+ cos? a + cos? B + cos? ¥ — 2(cos a + cos 3 + cosy) =

o r
(i)3+2cosz§—1+2c082§—1+2c082%—1—2 q+—> =

R
o} 2r
=2 COSZ§—|—C082§—|—COSZ% —2_§@
4R + 2 2R — (6)
P B A P S
2R R R

M > 1.

Time smo dokazali nejednakost (1).

« «
Dokaz 6. Neka je A = tg2§+ tg2§+ tgzg iB= tg§+tg§+ tgg.
Sada dobivamo
a, p B, v v, o
B*=A+2(tg-tg> —tg— —tg—
+ (tg2tg2+tg2tg2+tg2tg2>,

tj. zbog (2): )
B2=A+2,
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a odavde zbog (8):

, . ®
A=B2-2>

a to smo i trebali dokazati.

Dokaz 7. Zbog (2) vrijedi

(\/5)2—2:1,

2
2@ 20 27 o B Y
— — - = — — -] —2.
tg 2+tg 2+tg 5 (tg2+tg2+tg2>

Primjenom (5) i (7) dobivamo trazenu nejednakost

aR+r\° @ [(sv3)
1825 + tg? 0 + tg? 2 = B 2> (2] —2=3-2-1
2 2 2 S S

Dokaz 8. Za ovaj dokaz koristimo Jensenovu nejednakost?.
Promotrimo funkciju

f@) =tg?5; @€ (0,7).
Imamo

. T T
z 1 1 g— sin —
fi(z) = 2tg5- =2 =2
2 , T 2 , T 5 T
cos? 5 cos® 5 cos? o

te

x x
cos? =+ 3sin? =

f”(x) _ 2 2

x
2 cost —

>0 zasve z € (0,7).

x
Dakle, dana funkcija f(x) = tg2§ je konveksna za sve x € (0, 7), pa na osnovu
Jensenove nejednakosti za n = 3 imamo

e
a odavde uzimajuéi da je x1 = 2,x2:§ix3:%dobivamo
a [y
1 Q@ 16} v 5T51T5
2 2 2l ) S22 2 2 4.
3<tg2+tg2+tg 2>_tg 2. 4

IDetalji o Jensenovoj nejednakosti nalaze se u [2].
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a B v a+ B+
tg?— +tg? = +tg? L >3t | ——— |
g5 ttg g ttg o> 3tg 5

zbog a + [ + v = 7 vrijedi

2@ 2 27 o .
— = > _ .
tg 2+tg 2+tg 2_3tg 5 tj
B V3\’
«
tg?5 + tg? S+ tgS >3- (—) ~1.

Time je nejednakost (1) u potpunosti dokazana.
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