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Pregledni znanstveni ¢lanak

Rekonstrukcija meridijanske elipse
na bazi eksperimentalnih mjerenja

Klaudija SCITOVSKI! - Zagreb, Rudolf SCITOVSKI? - Osijek

SAZETAK. Na bazi novih metoda matematicke optimizacije analizira se stari pro-
blem rekonstrukcije Zemljina rotacijskog elipsoida na bazi podataka mjerenja, koji
Je veé¢ pocetkom 18. stoljeéa promairao francuski matemati¢ar i astronom markiz
Pierre-Simon de Laplace. Posebno je analizirana, ilustrirana i modificirana efi-
kasna metoda iz rada (Sabo i Scitovski 2009) za traZenje optimalnih parametara
najbolje 1, linearne aproksimacije. U znanstvenoj literaturi problem procjene naj-
bolje 1, aproksimacije obicno se povezuje s imenom hrvatskog znanstvenika J. R.
Boskovica. Metode za traZenje najbolje I aproksimacije u posljednje vrijeme dobiva-
Ju novi zamah u razli¢itim tehni¢kim primjenama zbog svojstva robusnosti i mogué-
nosti implementacije u realnom vremenu na suvremenim racunalima.

Kljuéne rijeci: pozicioniranje, l; aproksimacija, fitovanje krivulja, Zemljina meri-
dijanska elipsa.

1. Uvod

Pretpostavimo da je u nekom matematickom modelu zavisna varijabla y poveza-
na s nezavisnom varijablom x preko funkcionalne zavisnosti y = f(x;a), gdje je
a=(a,..., a,)” € R", vektor parametara. Pretpostavimo nadalje da su poznati po-
daci mjerenja (p,, x,,y,), i=1,...,m, m = n, gdje su x; izmjerene vrijednosti neza-
visne varijable, y; izmjerene vrijednosti zavisne varijable, a p, > 0 odgovarajuce
tezine podataka. Ako pretpostavimo da se znatnije pogreske mogu pojaviti samo
kod izmjerenih vrijednosti zavisne varijable, tj. ako je

yi=flx;a)t+e,

onda se vektor optimalnih parametara a” najéesée procjenjuje jednom od sljedeéih
metoda.

! Klaudija Scitovski, dipl. ing. geod., Geofoto d.o.o., Buzinski prilaz 28, 10010 Zagreb,
e-mail: klaudija.scitovski@geofoto.hr

Zprof. dr. sc. Rudolf Scitovski, Odjel za matematiku, Sveuéiliste u Osijeku, Trg Ljudevita Gaja 6, 31000 Osijek,
e-mail: scitowsk@mathos.hr.



20 Scitovski, K. i Scitovski, R.: Rekonstrukcija meridijanske elipse na ..., Geod. list 2009, 1, 19-35

* Metoda najmanjih apsolutnih odstupanja, kojom se trazi najbolja [, aproksima-
cija optimalnih parametara

F()= X ply,— f(x;a)|> min. (1)
i=1

Metoda se koristi u sluéaju dvostruko eksponencijalne (Laplaceove) distribucije
pogresaka ¢, (vidi primjerice Cadzow 2002, Dodge 1997, Pause 1993, Sabo i Sci-
tovski 2009, Tarantola 2005).

* Metoda najmanjih kvadrata, kojom se trazi najbolja /, aproksimacija optimal-
nih parametara

Fy(a)= Epil (6 f(xi;a))z ~> min, 2)
i=1

Metoda se koristi ako su pogreske ¢, normalno distribuirane s o¢ekivanjem 0 i va-
rijancom oiz (vidi primjerice Bjorck 1996, Cadzow 2002, Pause 1993, Tarantola
2005).

* Minimax metoda, kojom se trazi najbolja [, aproksimacija optimalnih parame-
tara (vidi primjerice Cadzow 2002, Watson 1980, Tarantola 2005)

F.(a)= max by, — f(x;a)|> min. 3)

Ako se pogreske 0, mogu ocekivati u izmjerenim vrijednostima nezavisne varijable
i pogreske ¢, u izmjerenim vrijednostima zavisne varijable

y;=fx;+0;a)+¢,

onda se takoder moze primijeniti neka od prethodno navedenih metoda, ali tako
da se istodobno minimiziraju i pogreske ¢, i pogreske ¢,. Spomenimo samo pozna-
tu metodu Total Least Squares (vidi primjerice Nievergelt 2000, Nitzel i Petrovié¢
2007, Scitovski i dr. 1998), kod koje se minimizira suma kvadrata ortogonalnih
udaljenosti tocaka T,(x,,y;,) do grafa model-funkcije x — f(x;a)

Fp o= 2 py,— f(x;+0;a)* + X po? - min (4)
=1 i

i=1 a
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2. Duljina luka meridijanske elipse
2.1. Direktni problem

Geodetska sirina ¢ proizvoljne tocke A(x, y) na odabranom rotacijskom referent-
nom elipsoidu Zemlje y = G(x) definira se kao kut izmedu normale na povrsinu
elipsoida u tocki A i ekvatorijalne ravnine (vidi sliku 1).

dG A

5

S(¢

=

Slika 1. Definiranje geodetske Sirine.

U svrhu odredivanja diferencijala luka meridijana u toc¢ki A meridijanske elipse
s poluosima a,b treba konstruirati kruznicu zakrivljenosti koja dodiruje me-
ridijansku elipsu u tocki A. Ta kruznica ima srediste u tocki S(&,#) i radijus R
gdje je:

' 1

, (1+ /2)3/2
f=x-L,A+y?),  p=y+-, =
y y

(1+y,2)’ R_ ”
|51

(5)

Tada je (vidi Basié¢ 2000, Cubrani¢ 1974a, Cubranié¢ 1974b) diferencijal luka elipse
s poluosima a, b i ekscentricitetom e*=1— (b/oz)2 jednak

1— 2
a(l—e*) — ©)

dG = Rdp = (1- e%sin® )

a duljina luka meridijanske elipse izmedu tocaka T, i T, sa Sirinama ¢, i ¢, jed-
naka je

3 1— e2
G=J all=e) 32 dp. (7

71 (1— e?sin” )
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Ovdje se pojavljuje poznati elipti¢ki integral za koji ne postoji primitivna funkcija,
pa se ne moze primijeniti Newton-Leibnizova formula. Zbog toga se u struénoj
literaturi (vidi primjerice Basi¢ 2000, Hofmann-Wellenhof i dr. 1997, Sjéberg
2006) predlaze jedna od sljede¢ih moguénosti:

e izraz (1— e?sin® p)~%?
grirati ¢lan po ¢lan;

razviti u Newtonov binomni red i tada integral (7) inte-

* u slucaju relativno male wudaljenosti totaka T; i T, funkciju
¢ al—e*)(1 - e’sin® p)¥? razviti u Taylorov red u okolini nule, te uzeti
prihvatljivu aproksimaciju;

* primijeniti neku od metoda za numericku integraciju (primjerice poznatu
Simpsonovu formulu).

2.2. Inverzni problem

Zanimljivo je promatrati odgovarajuéi inverzni problem koji je promatrao Laplace:

uz pretpostavku da su poznati rezultati mjerenja (Ap,, ¢, AG,)),i=1,...,m
razlicitih kutova Ap,, geodetskih sirina ¢, i odgovarajucih lukova AG,,
moZe se postaviti pitanje rekonstrukcije meridijanske elipse, tj. odredivan-
Jje njezinih poluosi a,b.

Taj problem mozemo rjeSavati nekom od metoda navedenih u ¢1. Primjerice,
poluosi a, b elipse s ekscentricitetom e* = 1— (b/a)2 u smislu najmanjih apsolut-
nih odstupanja mozemo potraziti diskretizacijom (6) i minimiziranjem funkcio-
nala

m

F(u,v)= Y

=1

u
AG. — ———5——=5 Ap.
i (1_ Usin2 (pi)3/2 Pi

)

gdje je u= a(l— €% i v= €% $to moZzemo pisati kao

AG, u
Ap. (A-v sin? <,oi)3/2

13

F(u,v)= Y Ap, ) (8)
i=1

Na taj nacin brojeve Ap, mozemo shvatiti kao tezine podataka prilikom procjene
parametra u, v model-funkcije

u

f(‘P; u,v) = 32 - 9

(1- vsin? p)

Odmah se vidi da je problem minimizacije funkcionala F; nelinearni problem jer
je model-funkcija f nelinearna u parametru v. Ako bismo u prorac¢un htjeli uklju-
Citi i pretpostavku o moguénosti pojave pogresaka kod mjerenja kuteva ¢;, onda
treba primijeniti Total Least Squares metodu spomenutu u ¢.1 ili njezin analogon
u drugim normama (vidi Schobel, 1999).
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Primjer 1. Kao ilustraciju primjene metoda navedenih u ¢.1 promatrajmo problem
procjene parametara model-funkcije (9). U tu svrhu podatke (Ap;, ¢, AG;/Ap)),
i=1,...,10 generirat cemo pomocu uniformne distribucije U(0, 7/2) i normalne di-
stribucije N (0, aiz) na sljedeéi nadin.

Ap. =1, 1=1,...,10,

l

p; «U0,7/2), 1=1,...,10,

AG. P
A(pl=f(<pi;u,v)+ei, g, «N(0,07), i=1,...,10,

pri ¢emu su vrijednosti z = a(1— e?) i v= e® odredene prema GRS 80 (Lapaine i
dr. 2006). Pritom smo osmi podatak AG,/Apg bitno pokvarili. Takav podatak u li-
teraturi se naziva jako strseéi podatak (engl.: outlier, wild point). Na osnovi tih
podataka primjenom Nelder-Meadove metode (vidi Kelley 1999, Nelder i Mead
1965) vlastitim programom izrdenom u programskom sustavu Mathematica odre-
dit éemo optimalne parametre model-funkcije (9).

Na slici 2 prikazani su podaci, graf originalne model-funkcije (dobivene na osnovi
parametara iz GRS 80 — oznaceno plavo) kao i graf model-funkcije s parametrima
procijenjenim metodama navedenim u ¢.1. Primjecuje se da je procjna parametara
primjenom /; metode neznatno osjetljiva (robusna) na prisutnost outliera, za raz-
liku od metode najmanjih kvadrata, dok kod /,, metode prisutnost outliera bitno
utjece na veli¢inu optimalnih parametara. S druge strane /; metoda najbolje de-
tektira outlierse medu podacima jer su njihovi reziduali znacajno vedi.

[y aproksimacija l2 aproksimacija . aproksimacija

8440 - 6440 - 6440 L]
6420 6420 6420
6400 6400 6400 P
6380 6380 6380 5

6360 6360 6360F
6340 fog——0 6340 fpg——"0 6340 fog—0
6320 6320 6320

0.0 0.5 10 15 0.0 0.5 10 L5 0.0 05 1.0 L5

Slika 2. Utjecaj outliera na procjenu optimalnih parametara model-funkcije (9).

Problem odredivanja putanja i oblika nebeskih tijela, posebno Zemlje, od davnina
je iz razli¢itih razloga (religioznih, filozofskih, prakti¢nih — primjerice pomorska
putovanja) privlaéio paznju. O tome postoje pisani tragovi brojnih pokusaja joS$ iz
prvog tisuéljeca prije Krista (vidi primjerice Nievergelt 2000).

Johannes Kepler iskoristio je precizna Braheova mjerenja i zakljucio da se planeti
ne gibaju po kruznicama, veé po elipsama, sa Suncem u jednom od fokusa. Fran-
cuski matematicar i astronom markiz Pierre-Simon de Laplace na osnovi Newto-
nova zakona gravitacije zakljucio je da rotacijska masa Zemlje ima oblik elipsoida
koji rotira oko svoje krace osi. Za eksperimentalni dokaz te tvrdnje koristio je mje-
renja navedena u tablici 2.
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2.3. Linearizacija inverznog problema

Ako model-funkciju (9) primjenom Taylorove formule razvijemo u red po potenci-
jama od sin ¢, dobivamo

1-¢° 3
ol-e) 3/2=a(1—e2)(1+§e2sin2<p+

3% *sin* +) 10
(1- e%sin? ) ¢ sme (10)

35
2-2-2!
Bududi da se poluosi Zemljine meridijanske elipse relativno malo razlikuju, njezin
ekscentricitet e? je relativno malen broj, pa se u Taylorovu razvoju mozemo za-

drzati na drugom ¢lanu. Na taj na¢in Laplace je dobio model-funkciju linearnu u
parametrima

g(p;a, f) = a+ Bsin p, a=a(l-eé?), p= ga(l —ede’. (11)

Da je takva linearna aproksimacija u spomenutom povijesnom razdoblju bila dovolj-
no kvalitetna, moze se vidjeti iz relativnih odstupanja (u promilima) vrijednosti ori-
ginalne model-funkcije f dane s (9) od linearizirane model-funkcije g dane s (11) na
intervalu [0,7/2] s vrijednostima parametara a, b, e? uzetih prema GRS 80:

®; 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14
1000 |f(p) —glp))|
Flgpr) 0 0.0001 | 0.0019 | 0.0085 | 0.0222 | 0.0421 | 0.0635 | 0.0796
1

Ipak, u usporedbi s danasnjim geodetskim to¢nostima (vidi primjerice Seeber
2000) ovakva aproksimacija nebi zadovoljila. Minimizirajuéi funkcionali (1-3) za
lineariziranu model-funkciju g danu s (11) na taj nacin postaju znatno jednostav-
niji, a za njihovo minimiziranje razradene su specijalne metode.

3. Linearni problemi procjene parametara

Za dane podatke (x(‘) L al y),i=1...,m, m> n, uz odgovarajuce tezine p, >0

treba procijeniti vektor optimalnih parametara a = (ao, al, ,a,)" € R"! linear-
ne model-funkcije

fx;a)=ay+ax+...+a,x", (12)
koji minimizira funkcional

F:R"™™ R, F(a)=||y-dJd|, (13)

[ysl'!, J=|[.1 x“) xfl)-!
9] PR la, |

y:
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gdje je || -|| neka vektorska norma. Zbog svojstva nejednakosti trokuta za normu
[| || i linearnosti model-funkcije (12) slijedi konveksnost funkcionala F' i egzisten-
cija optimalnih parametara model-funkcije (12).

Zbog jednostavnosti, a bez gubitka opcenitosti, nadalje pretpostavljamo da
su zadani podaci mjerenja (x,,y,), i=1,...,m uz odgovarajuée tezine p,>0
na osnovi kojih treba procijeniti optimalne parametre linearne model-funk-
cije

flx;a,B) = a+ x. (14)

3.1. Linearni problem najmanjih kvadrata

Na osnovi danih podataka optimalne parametre linearne model-funkcije (14) pro-
cijenit éemo metodom najmanjih kvadrata (najbolja [, aproksimacija) minimizaci-
jom funkcionala

F2(a,ﬁ)=||y—Ja||§=Epi(yi—ﬂxi—a)z. (15)
=1

B I T R
N A

Neka je («', ) tocka minimuma funkcionala (15). Koristeé¢i standardna svojstva
aritmeticke sredine (vidi primjerice Scitovski i dr. 1998) dobivamo

a

]
Bl

Fz(a*’ B)= Epi(yi - ﬁ*xl —a)?z Epi(yi - ﬁ*xi - (- )% (16)
i=1 =1

N | _ 1 . .
gdje je x=;2Z1 DX;, y=ngi1 Py, 0= ZZI p,, pri cemu se jednakost u

(16) dobiva onda i samo onda ako je &' = y — ' %. To zna¢i da najbolji l, pravac
prolazi centroidom podataka T(x, y). Iz (16) slijedi

F2(a*’ e Fz(ﬂ*) = Epi(yi -y ﬁ*(xi - %)%
=1

iz Gega lako dobivamo formule za optimalne parametre

- > by, — ¥)x,— X) d=5-F% an

p

m _2
i1 Pi(%; — %)

To je vrlo popularna metoda koju u literaturi (vidi primjerice Bjorck 1996,
Cadzow 2002, Dennis i Schnabel 1996) obi¢no nalazimo pod imenom meto-
da najmanjih kvadrata (engl.: Least Squares Method), a pripisuje se francu-
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skom matemati¢aru Legendreu?® i njemackom matemati¢aru Gaussu* (vidi Gauss
1995).

3.2. Linearni problem najmanijih apsolutnih odstupanja

Na osnovi danih podataka optimalne parametre linearne model-funkcije (14) pro-
cijenit ¢emo metodom najmanjih apsolutnih odstupanja (najbolja /; aproksimaci-
ja) minimizacijom funkcionala

Fl(a,/o’)=||y—Ja||1=%pilyi—ﬁxi—al. (18)

Ovaj princip obi¢no se u znanstvenoj literaturi povezuje uz ime J. R. Boskoviéa®, a

osobito se koristi u sluc¢aju ako se medu podacima mogu pojaviti jako strseéi poda-
ci (tzv. outliers). Razlog tome je svojstvo “robusnosti”, odnosno neznatne osjetlji-
vosti najbolje /; aproksimacije parametara na pojavu takvih podataka. Zbog nedi-
ferencijabilnosti minimizirajuéeg funkcionala F; ne mogu se primijeniti klasi¢ne
metode minimizacije, ve¢ neka od poznatih metoda nediferencijabilne minimizaci-
je: poznata Nelder-Meadova metoda, razni geneticki algoritmi i sl. (vidi Kelley
1999, Nelder i Mead 1965). Za rjeSavanje problema minimuma funkcionala (18)
postoje i neke specijalne metode, koje se obi¢no zasnivaju na linearnom programi-
ranju (Li 2004, Schobel 1999, Watson 1980). U ovom radu koristit éemo specijal-
nu, vrlo efikasnu metodu, navedenu kod (Sabo i Scitovski 2009).
Najprije primje¢ujemo da vrijedi (vidi Brimberg i dr. 2003, Pause 1993)
m m
min X ply; = al= X ply;— med(p, 5|, (19)
i=1 i=1
gdje je med(p;,y,) oznaka za tezinski medijan podataka y,,...,y, s tezinama
p, > 0. Pojam tezinskog medijana definirat ¢emo prema (Sabo i Scitovski 2009).
Neka je I ={1,...,m} i

k m
J={k€I:2X p <> p}.
=1

=1

Ako je J prazan skup, onda je med (p,, y,) = y,. Ako J nije prazan skup, ozna¢imo
k,:= max J. Tada '

k m
e ako je 2, p; < Epw onda je med (p;,y,) = Yy +15
i=1 i=1 ¢

k m
¢ ako je 2§pi = épi, onda je mled(pi, ;) bilo koji broj iz segmenta [yko,yk0+1].

Iz navedene definicije slijedi da uvijek postoji u € I, takav da je y, = med (p;, y,).
l

3A. P. Legendre (1752-1833)

4Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

®Josip Ruder Bogkovié (1711-1787), hrvatski znanstvenik (matematic¢ar, fizi¢ar, astronom i filozof) roden u
Dubrovniku, smatra se ocem metoda za /, aproksimacije. U danas$nje vrijeme, pojavom snaznih racunala, te su
metode dobile novi zamah, o ¢emu svjedoée brojni radovi u ¢asopisima, kao i medunarodne konferencije s tom
problematikom. Serija takvih konferencija posveéena je bas J. R. Boskoviéu (vidi Dodge 1997)
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Teorem 1. Neka je A =A{T\(x,,y,):i€I={1,...,m}, m =2} skup tocaka u ravnini
s odgovarajuéim tezinama p; > 0. i svojstvom (x, < x, <...<x,,) & (x, <x,). Tada
postoji najbolji /; pravac koji prolazi barem kroz dvije razlicite tocke iz skupa A.

Dokaz. Neka je (¢, ) to¢ka minimuma funkcionala F,. Koristeci svojstvo (19) do-
bivamo

B f)= 3ply— Fx - al= Sply, - Bx,— med(p,y, - Bx)]. (20
=1 i

=1

Buduéi da postoji u € I takav da je med (pl, ¥i— ﬂ X)=y,— ﬁ*xu, tada u (20) vrije-
di jednakost onda i samo onda ako je'a’ = y u - fx «» Sto znadi da najbolji /; pravac
prolazi to¢kom T',(x,,y,). Zato vrijedi

F(,f)zFB)=2ply,—y)- B (x—x)l,
i=1

Funkcional F, uz oznaku I, = {i €I: x,= x,} moZemo pisati

s

yi_yﬂ_ﬂ

E(ﬂ*)z Epilyi_y,ul-l- E pilxi_x,ul X

i€, €I\,

_xﬂ

Prema (19) postojiv €1 \ I, takav da je B = med (plx;— x|, (v, — ¥, )(x; = x,)).
To znaci da najbolji /; pravac

flx;a',f)=a +fx= v ”(x—x)+yu
Xy = Xy

prolazi kroz dvije razli¢ite tocke T, (x,,y,) 1T, (x,,y,) iz skupa tocaka A.
Q.E.D.

Na osnovi tvrdnje i dokaza Teorema 1 konstruiran je algoritam Two Points (Sabo
i Scitovski 2009) za trazenje najbolje /; aproksimacije linearne model-funkcije
(14), koji u samo nekoliko koraka dovodi do optimalnih parametara. Za rjeSavanje
takvih problema mogu se koristiti i gotovi moduli nediferencijabilne globalne mi-
nimizacije, koji su ve¢ ugradeni u programske sustave (primjerice, Mathematica,
Matlab, Numerical Recipies), a obi¢no koriste neku varijantu ve¢ spomenute Nel-
der-Meadove metode ili razli¢ite geneticke algoritme. Medutim, ako primjena zah-
tijeva izracunavanje u realnom vremenu uz prisutnost velikog broja podataka
(primjerice u robotici ili kod kinematicke tehnike pozicioniranja s pomocéu
GPS-satelita), onda spomenuti gotovi moduli ni priblizno ne zadovoljavaju postav-
ljene zahtjeve.

Dalje navodimo veé spomenuti algoritam Two Points, modificiran posebno kod de-
finiranja pocéetne aproksimacije i kriterija zaustavljanja.
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Algoritam Two Points

Korak 0. Ucitati podatke (p;, x,,y,), i€EI={L,...,m}, m = 2;
Izracunati «, 8, kao najbolju /, aproksimaciju prema (17);

Izracunati F(a,, B,) = Zl Dy, — Box, — al;

Korak 1. Izracunati tezinski medijan I?gd (p;,y; — Byx,) ipronadi u €1, takav da
bude y, — fyx, = med (p,, y, = Box);
Staviti a;:= y, — B, 1 izracunati F(a,, ) = Ezl oy, — Box; — ayl;

Korak 2. Definirati skup I =|i€l:x;=x,}, izraCunati teZinski medijan

ieml%cz(pJ x; = x|, (v;— ¥,)/(x;— x,)) i pronaéi v €I \ I, takav da bude

Oy =) /(x, = x,) = med (pfx; — x|, (v; = v,) /(x; — 2,));
Staviti 5,:= (y, — y”)/(xvo— x,) 1 izraunati
E(ﬂ1)=221 ply—y,— Bi(x—x,)l;

Korak 3. Definirati skup I,={i€Il:x,=x,), izracunati tezinski medijan

g?ﬂ(pJ x;— x|, (y;— »,)/(x;— x,)) i pronaéi k €1/], takav da bude
v 0

(= )/, — x,) = iemlgld(pil x,—x,l, (v, — »,)/(x;,— x,));
Staviti f,:= (v, — v,)/(x, — x,) i izradunati
E(ﬂ2)=zzl pilyi_yv_ ﬁz(xi_ x,)|;

Korak 4. Ako je (x,,y,)# (x,,y,), staviti (x,,y,):=(x,,9,), (x,,9,):=(x,,5,) i
prijeéi na Korak 3; U protivnom, STOP.

Na osnovi dokaza Teorema 1 moze se primijetiti najprije da niz aproksimacija u
algoritmu definira silazni niz funkcijskih vrijednosti

F(ay, By = Fy(a,, B) = F(B) = F(B,)=...

Najcesce ve¢ nakon dvije, rijetko nakon tri, iteracije navedene u algoritmu postize
se najbolja [, aproksimacija parametara a, . Pritom u slu¢aju masovnih podata-
ka vrlo je vazno imati efikasan algoritam za izra¢unavanje tezinskog medijana.
Nekoliko takvih algoritama mogu se vidjeti kod (Gurwitz 1990).

Primjer 2. Na osnovi danih podataka (x,, y,),i=1,...,12, pri ¢emu su odgovarajuce
tezine p, = 1, ilustrirat ¢emo algoritam Two Points za traZenje najbolje [, aproksi-
macije:

Vi 10 3 2 4 4 4 5 6 5 6 7 5
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Tijek iterativnog procesa prikazan je na slici 3 i tablici 1.

10 .

3. iteracija
- 2 iteracija
12 aproksimacija
L. iteracija
L
0 2 4 ] 8 10 12
Slika 3. Ilustracija algoritma Two Points.
Tablica 1. Tijek iterativnog procesa algoritma Two Points.
k |Prva tocka| Druga tocka | Korak u algoritmu ay, B F(a,, ;)
0 - - T, aproksimacija 4.71756 0.0636132 16.9517
1 - T,(8,5) 1 4.49109 | 0.0636132 | 16.3003
2 Ty(8,5) T,(2,3) 2 2.33333 0.333333 14.6667
3 T,(2,3) T,,(9,6) 3 2.14286 0.428571 14.5714
4 T,,(9,6) T,(2,3) 3 2.14286 0.428571 14.5714

Vidimo da je broj to¢aka koje leze iznad optimalnog [/, pravca i broj tocaka koje
leze ispod optimalnog /; pravca manji od polovine broja svih tocaka. Vrijedi jo$
opcenitije, tzv. pseudo halving svojstvo (vidi primjerice Schobel 1999)

EH‘SQ i Episﬂ, gdje je w=2pi.

yi>a*+ﬁ*xi 2 yi<a*+,6*xi 2 =1

3.3. Linearni minimax problem

Na osnovi danih podataka optimalne parametre linearne model-funkcije (14) tre-
ba procijeniti na osnovi zahtjeva da maksimalno apsolutno odstupanje bude mini-
malno (najbolja [, aproksimacija), tj. minimizacijom funkcionala



30 Scitovski, K. i Scitovski, R.: Rekonstrukcija meridijanske elipse na ..., Geod. list 2009, 1, 19-35

F.(a,p)=ly - Ja|l. = max |y, - fx, - al. 2D

Najbolja /,, aproksimacija u literaturi (vidi primjerice Dodge 1997, Watson 1982)
obi¢no se naziva CebiSevljeva aproksimacija, prema poznatomu ruskomu matema-
ticaru Cebisevu®. I u tom je slué¢aju minimizirajuéa funkcija F', nediferencijabilna,
a specijalne metode za minimizaciju tog funkcionala mogu se naéi primjerice kod
Cadzow 2002, Watson 1982.

4. Analiza Laplaceova pristupa procjeni parametara
Zemljine meridijanske elipse

Francuski matematicar i astronom markiz Pierre-Simon de Laplace” u pet volu-
mena opseznog djela Mécanique Céleste (1798-1825), koje je 1829. godine na en-
gleski jezik preveo Amerikanac N. Bewditch, medu ostalim analizira oblik Zemlji-
na rotacijskog elipsoida. Kao $to je pokazano u .2, korektno rjeSavanje tog proble-
ma u /; i/, normi vodi na nelinearni problem nediferencijabilne minimizacije. U
ono doba to je bilo tesko provedivo zbog mnogobrojnih kompliciranih izra¢una-
vanja, koja bez pomo¢i modernih ra¢unala gotovo nisu izvediva. Zbog toga je i La-
place u svojim izracunima polazni problem najprije linearizirao.

Promatraju se rezultati mjerenja® navedenih u tablici 2.

Tablica 2. Mjerenja koja je koristio Laplace.

AG,

Mjesto p;lgl Ap;lgl T: [d?]
Peru 0 3.4633 25 538.85
Cape of Good Hope 37.0093 1.3572 25 666.65
Pennsylvania 43.5556 1.6435 25 599.60
Italy 47.7963 2.4034 25 640.55
France 51.3327 10.7487 25 658.28
Austria 53.0926 3.2734 25 683.30
Lapland 73.7037 1.0644 25 832.25

Prema spoznajama prevoditelja (N. Bewditch, Boston, MA) Laplaceova djela® veéina
tih mjerenja sadrze znatnije pogreske. Mjerenja na Rtu dobre nade (Cape of Good

11 J1. YeGounes (1821-1894)

"Markiz Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), francuski plemié, nositelj velikoga kriza legije ¢asti, ¢lan brojnih
znanstvenih i struénih udruga i akademija znanosti: francuske, pariske, londonske, ruske, danske, $vedske,
pruske, holandske, talijanske, americke, itd.

8kutovi su mjereni u gradima (400¢ = 27), a duljine u tzv. dvostrukim toise (1 dt = 2- 1949 mm = 3.898 m). Toise
je stara francuska mjera za duljinu koja se upotrebljavala do 1848. godine. ViSe detalja moze se vidjeti na web
stranici University of Denver: http://www.du.edu/~jcalvert/tech/oldleng.htm

“Dostupno na http://www.archive.org/details/mcaniquecles02laplrich
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Hope), koja je obavio La Caille po nalogu kapetana G. Everesta, smatraju se nepouz-
danima jer mjereni luk prelazi preko visokih planina. Prema zabiljeSkama baruna
Von Zacha, mjerenja u Austriji, koja je izveo Liesganig, vrlo su nepouzdana. Mjerenja
obavljena u Laponiji, Pennsylvaniji i Italiji (obavio J. R. Boskovié) sadrze nesto manje
pogreske, a jedino se mjerenja obavljena u Peruu i Francuskoj mogu smatrati korek-
tnima. Jasno je da se na bazi takvih mjerenja ne mogu ocekivati pouzdani rezultati.
S druge strane, matematicki algoritmi u to doba nisu bili dovoljno razradeni, a sred-
stva za racunanje gotovo da i nisu postojala. Mukotrpno izracunavanje navedeno u
Laplaceovoj I11. knjizi ipak je bilo korektno, $to potvrduje i dolje provedeni racunski
postupak uz primjenu programskog sustava Mathematica.

Za dane podatke mjerenja (Ap,, p,, AG,/Ap,), i=1,...,7, kutova Ap,, geodetskih Si-
rina ¢; i relativnih duljina lukova AG;/Ag; iz tablice 2, treba rekonstruirati meri-

dijansku elipsu, tj. treba procijeniti optimalne parametre model-funkcije (9) kao
najbolju nelinearnu /;, [, i /,, aproksimaciju minimiziranjem funkcionala

‘AGi B u ‘
Ap, (1—vsin®p)¥?

12

K

7
F,(u,v)= X Ap,
=1

2

AG,
[AG, u 2} | 99

LA(pi  (1- vsin® (pi)s/

7
Fy(u,v) = X (Ap)?
=1

AG,

i v |
Ap, (1— vsin® <,0i)3/2

13

>

F, (u,v)= max Ap;

gdje je u = a(1— e*) iv= e”. Tezine podataka za [, i [, aproksimaciju shvaéamo kao
u (8) i definirane su s p, = Agp,, a za [, aproksimaciju s p, = (Ap,)*. Problem mini-
mizacije tih funkcionala nije jednostavan, a u sluc¢aju najbolje /; i /,, aproksimacije
rijeé je o problemu nediferencijabilne minimizacije. To je razlog zbog kojega je La-
place model-funkciju f danu s (9) linearizirao, kao $to je to pokazano u £.2.3. Na
taj na¢in dobivamo linearnu model-funkciju g zadanu s (11). U III. Laplaceovoj
knjizi optimalni parametri procijenjeni su za tu model-funkciju na bazi minimiza-
cije maksimalnog apsolutnog odstupanja (dakle, kao najbolja /., aproksimacija) i
na bazi minimizacije prosje¢nog apsolutnog odstupanja (dakle, u sustini kao naj-
bolja /, aproksimacija), a prema ideji J. R. Boskovica.

Potrazimo najprije optimalne parametre linearizirane model-funkcije (11) kao

* najbolje /; aproksimacije primjenom algoritma Two Points (vidi ¢.3.2) minimiza-
cijom funkcionala

i

AG 9
A a— fsin” p,

’

7
D (a,p)= EAgoi
i=1

i

* najbolje [/, aproksimacije primjenom formula (17) (vidi ¢.3.1) minimizacijom
funkcionala )

|AG — a— Bsin? (pl} ,

7
@, (e, B)= D (Ap)*

i

i



32 Scitovski, K. i Scitovski, R.: Rekonstrukcija meridijanske elipse na ..., Geod. list 2009, 1, 19-35

* inajbolje /,, aproksimacije primjenom metode navedene kod Cadzow 2002 mini-
mizacijom funkcionala

- P paan?
(Dw(u,v)—lg%;(Awi Ap a— Bsin® g, |,

3
gdje je a=a(l—é%), = Ea (1-e?)e.

Dobivene rezultate interesantno je usporediti s vrijednostima GRS 80 prema Moritzu
1992 (Lapaine i dr. 2006). Zbog toga su originalni Laplaceovi podaci, koji su izrazeni
u dvostrukim toise pretvoreni u metre, a podaci izrazeni u gradima pretvoreni u ra-
dijane. U tablici 3 prikazane su vrijednosti optimalnih parametara, kao i pripadne
vrijednosti glavnih poluosi a,b te ekscentricitet e? meridijanske elipse. Takoder je
prikazana spljoStenost f:=1- b/a i reciprotna vrijednost splostenosti 1/f". Na slici 4
prikazane su nivo-krivulje svih minimizirajuéih funkcija u okolini rjesenja.

Tablica 3. Rezultati minimizacije funkcionala ®;, ®,, O, za lineariziranu model-funkciju.

*

Metoda a p

*

a[m] blm] e’ f 1/f
I, |6337577.66 56892.90 |6 375 734.62 | 6 356 627.51 | 0.005985 | 0.00299685 | 333.084

ly 6 336 490.70 | 60 254.87 | 6 376 916,89 | 6 356 671.66 | 0.006339 | 0.00317477 | 314.984

l 6 333 355.10 | 68 688.56 | 6 379 480.98 | 6 356 376.20 | 0.007230 | 0.00362173 | 276.111

GRS 80 6378 137 6 356 752 0.006694 | 0.00335281 | 298.257

] \\%
::z:z§

633756x10% 633758x10°  6.3376x10°

L 2

63800

58700

GE600

683500 F
Tx 10F 633640x10°F 633652k 105 6.33326x10F  633336x10°  633346x 10°

Slika 4. Nivo-krivulje minimizirajuéih funkcionala ®;, ®,, @, u okolini minimuma.

Rezultati dobiveni za najbolju [, i [, aproksimaciju podudaraju se s rezultatima
navedenima u III. Laplaceovoj knjizi. Vidimo da su rezultati primjene najbolje /,
aproksimacije (metode najmanjih kvadrata) najbolji u smislu podudaranja dobive-
nih parametara s GRS 80. U ono doba ta metoda jo$ nije bila dovoljno poznata.
Prvi radovi u kojima se koristi ova metoda su' jedan Legendreov rad iz 1805., je-
dan Gaussov iz 1809. i jedan Laplaceov iz 1810. Bez obzira na to, uzevsi u obzir
karakteristike I, I, i [, procjenitelja i ilustraciju navedenu u primjeru 1, moze se

1 Primjedba anonimnog recenzenta
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zakljuciti da je distribucija pogresaka mjerenja navedenih u tablici 2 takva da naj-
bolje odgovara primjena /, procjenitelja. Kada bi se pojavila mjerenja s ponekom
izrazitijom pogreskom, onda bi /; procjenitelj dao najbolje rezultate.

Kao sto je pokazano u £.2.3 linearizirana aproksimacija g model-funkcije f dovoljno
je kvalitetna, pa se rjeSavanjem nelinearnih problema (22) ne mogu oéekivati puno
bolji rezultati. To i potvrduju provedena izra¢unavanja prikazana u tablici 4. Mi-
nimizacije nelinearnih funkcionala (22) provedene su primjenom Nelder-Meadove
metode (vidi Kelley 1999, Nelder i Mead 1965) na bazi vlastitog programa izrade-
nog u programskom sustavu Mathematica.

Tablica 4. Rezultati minimizacije funkcionala F;, Fy, F, za nelineariziranu model-funkciju.

*

Metoda u* v a[m] b[m] e’ f

Uf

6 337 577.67

0.0062399

6377 371.83

6 357 443.61

0.006240

0.00312483

320.017

6 336 501.79

0.00660891

6 378 657.79

6 357 544.85

0.006609

0.00330904

302.121

6330 871.91

0.0081058

6 382 608.03

6 356 687.34

0.008106

0.00406114

246.236

GRS 80 6378137 6356752 | 0.006694 | 0.00335281 | 298.257

Primijetimo da su razlike izmedu izrac¢unatih vrijednosti poluosi a,b iz tablica 3 i
4, koje s odnose na [/; aproksimaciju (Laplaceov izra¢un) samo nekoliko puta ma-
nje nego odgovarajuce razlike izmedu Laplaceovog izracuna (linearna /, aproksi-
macija u tablici 3) i vrijednosti prema GRS. Iz toga se moze zakljuéiti da je'! “u
stara vremena linearizacija bila nuzna zbog moguénosti tadasnje tehnike racu-
nanja, a danas to vise nije tako i sada vidimo da ne tako loSa mjerenja ponekad
ispadnu losijim nego $to jesu zbog raznih neopravdanih aproksimacija”.

ZAHVALA. Zahvaljujemo anonimnom recenzentu, koji je svojim primjedbama i
sugestijama u znatnoj mjeri pomogao da ovaj tekst bude bolji.
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Reconstruction of the Earth’s Meridian Ellipse
on the Basis of Experimental Measurements

ABSTRACT. On the basis of new mathematical optimization methods this paper
analyzes an old problem of reconstructing the Earth’s ellipsoid of rotation on the ba-
sis of measurement data, which was considered by the French mathematician and
astronomer marquis Pierre-Simon de Laplace as early as the beginning of the 18th
century. An efficient method from the paper (Sabo and Scitovski 2009) for searching
optimal parameters of the best least absolute deviations linear approximation is espe-
cially analyzed, illustrated and modified. In the scientific literature the best l; appro-
ximation is usually associated with the name of Croatian scientist J. R. Boskovié.
The least absolute deviations methods have recently started to be extensively applied
in different technical applications due to their property of robustness and the possibi-

lity of implementation in real time on modern computers.

Keywords: Positioning, Least Absolute Deviations, Curve fitting, Earth’s Meridian

Ellipse.
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