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SUR LES PLONGEMENTS DANS UN PRODUIT
SYMETRIQUE DE COMPACTS DE DIMENSION UN

ROBERT CAUTY

Université Paris 6, France

ABSTRACT. We give a necessary condition for the embedding of a
compactum in a symmetric product of a one dimensional compactum.

La dimension utilisée dans cet article est celle au sens des recouvrements.
Pour tout compact X, nous notons H"(X) le n-éme groupe de cohomologie de
Cech de X & coefficients rationnels, n > 0, et H *(X) lanneau de cohomologie
de X & coefficients rationnels. L’homomorphisme de H"(Y) dans H"(X)
induit par une fonction continue f : X — Y sera noté f*. Nous notons A(e)
Palgebre extérieure (sur Q) engendrée par un élément e.

Nous notons &,, le groupe symétrique des permutations d’ordre n. Pour
tout espace X et 0 € G,,, la formule

g - (Il,...,l’n) = (xg(l),...,a:g(n))

définit une action de &,, sur le produit X™ de n copies de X. Nous notons
X|n] le quotient de X™ par cette action. Si X est compact et n = 2, alors
X 2] est homéomorphe & I'hyperespace F5(X) des sous-ensembles non vides
de X contenant au plus deux points avec la topologie de Vietoris, donc le
théoréme! suivant résout en particulier le probleme 83.14 de [3].

THEOREME 1. Soit X un compact de dimension un. SiY est un sous-
ensemble compact de X[n] tel que H*(Y) # 0, alors H*(Y) contient une
sous-algebre de la forme Ae1) ® -+ ® A(ey), ot e; appartient a H*(Y) pour
tout 1 < n.
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1Un résultat analogue est implicite dans un article récent de Koyama, Krasinkiewicz
et Spiez [4], mais leur démonstration est completement différente.
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PREUVE. Pour k£ < n, soit X; une copie du compact X, et soit X" =
[Th_, Xi. Notons m : X" — X|n] la projection, Z = 7~ 1(Y), i: Z — X"
Iinclusion et p : Z — Y la restriction de w. Pour k < n, soit pi la projection
de X™ sur Xy, et soit qx = pi o4 la restriction de pi & Z.

Le compact Z est invariant par l'action de &,,. Pour tout ¢ € &,,, nous
notons encore o la fonction de Z dans lui-méme induite par cette permutation
et, pour tout entier m, nous posons

N*= Yo" :H™Z)— H™(Z).
ceS,

Pour tout m > 0, il existe (voir [1], chapitre IIT) un homomorphisme de
transfert p: H™(Z) — H™(Y') vérifiant

pop*=nl: H™(Y)— H™Y),
prou=N*:H™(Z)— H™(Z).

Comme H™(Y') est un Q-espace vectoriel, la relation po p* = n! entraine
que p* est injectif. Soit 0 # a € H™"(Y). Comme X est de dimension un, le
produit X™ est de dimension n, donc H"1 (X", Z) = 0, et I’homomorphisme
i*: H"(X™) — H"(Z) est surjectif. Soit b € H"(X™) tel que i*(b) = p*(a).

La formule de Kiinneth s’applique a un produit de compacts et a la co-
homologie de Cech & coefficients rationnels (voir par exemple [5, chapitres 6
et 7]; la cohomologie de Cech coincide avec celle construite dans la premiere
partie de [5]). Comme X est de dimension un, H?(X) = 0 pour j > 1, et il
en résulte par récurrence que la fonction

UL @+ @ Uy = Py (ur) — - = pplun)

est un isomorphisme de H'(X;) ® --- ® HY(X,,) sur H"(X™). L’élément
be H"(X™) est donc de la forme

b= pi(uf) — - — pj(up),
d’o, puisque qx = px 01,
4
pi(a) =i*(b) =Y _qi(u]) — -+ — q;(ul).
r=1
Pour tout o € &,,, nous avons po o = p, dou o*(p*(a)) = p*(a). Par

conséquent, N*(p*(a)) = (n!)p*(a) # 0 puisque p*(a) est un élément non nul
du Q-espace vectoriel H"(Z). Nous avons aussi

14
N*(p*(@) = Y N* (i (uf)) — -+ — N* (g5 (up)),

r=1
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et il existe r tel que N*(q¢f(ul)) — -+ — N*(g;(ur)) # 0. Pour 1 <i < n,
soit e; = p(qf(ul)) € HY(Y). Pour k < n, soit My l'ensemble des suites
i1,...,4, d’entiers vérifiant 1 < i; < --- < i < n. Pour I = {i1,...,4;} €
M, posons ef = e;, — -+ — e; . Puisque e; est de dimension un, nous
avons e; — e; = 0 pour tout i, donc, pour montrer que la sous-algebre de
H*(Y) engendrée par ey, ..., e, est isomorphe & A(e1) ® - -+ ® A(ey,), il suffit
de vérifier que, pour tout k < n, les éléments ey avec I € M), sont linéairement
indépendants. Supposons le contraire. Nous avons alors une relation

(1) Z ajer =0,

IeM;,
ou les ay sont des rationnels non tous nuls. Soit I = {i1,...,ix} tel que
ar # 0, et soit J = {j1,...,Jn—k} la suite complémentaire dans {1,...,n}.
SiI" = {i},...,4},} est un élément de M, distinct de I, il existe s et ¢ tels
que i, = j;, don e — ey = 0. Comme e; — e; = te; — -+ — e,, en

multipliant la relation (1) par ey, nous obtenons aye; — -+ — e, = 0, donc
e1 — ---— e, = 0. Mais alors

0=p"(er—---—en) =p(er) — - — p(en)
=p"opulgr(uh)) = - p* o plgy(uy))
=N"(qi(u1)) — - = N*(qu(uy)),

ce qui est contradictoire. O

Le Théoreme 1 peut s’étendre a des dimensions supérieures. Le cadre
naturel de cette généralisation est la dimension cohomologique sur Q, que
nous notons dimg (voir par exemple [2] pour sa définition et les propriétés
que nous utilisons).

THEOREME 2. Soit X un compact tel que dimgX = d > 0. Si Y est un
sous-ensemble compact de X[n] tel que H™(Y) # 0, alors H*(Y') contient
une sous-algebre de la forme A(e1) ® --- @ Aey), ou e; appartient a HH(Y)
pour tout 1.

PREUVE. Sidimg X = d, alors HP(X) = 0 pour p > d, dimg X™ = nd et
H™+Y(X, Z) = 0 pour tout compact Z de X. La démonstration du Théoréme
1 s’applique donc avec une seule différence: il faut vérifier que e; — e; = 0,
ce qui n’est plus automatique dans le cas ol d est pair. Nous avons

pler = e1) = p(es) = p*(er) = 0" o plaf (ul)) — p° o pla ()
= N* (g7 (u})) = N*(g} (u])) = N* 0.6} (u] — u]) =0

puisque ul — ul appartient & H?¢(X;) = 0. Comme p* est injectif, nous
avons bien e; — ¢; = 0. O
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