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Visualizations of Gaussian and Mean Curvatures
by Using Mathematica

ABSTRACT

The paper gives an overview of the program written in the
language Mathematica which enables colouring of a sur-
face with the colour that is the function of its Gaussian
and mean curvatures, as well as drawing the graphs of
those functions. Ten examples of visualizations obtained

Vizualizacije funkcija Gaussove i srednje zakrivlje-
nosti u programu Mathematica

SAZETAK

U radu je dan prikaz programa, pisanog u jeziku Ma-
thematica koji omogucuje bojanje plohe bojom koja je
funkcija njene Gaussove ili srednje zakrivljenosti kao i cr-
tanje grafova tih funkcija. Dano je deset primjera vizual-
izacija dobivenih pomodu tog programa.

by the use of that program are presented. Clanak je mali ulomak iz studentskog rada [7] koji je 2004.
The article is a small extract from the students’ paper godine nagraden Rektorovom nagradom.

which was awarded Rector’s Prize in 2004.
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Akademske godine 2003/04 Sanja Hak i Mario Uros,
tadaSnji studenti Cetvrtei trece godine Gradevinskog fakul-
teta SveuCiliStau Zagrebu, napisali su rad Gaussova i sred-
nja zakrivljenost ploha - vizualizacije u programu Mathe-
matica Voditeljica rada bila je Sonja Gorjanc, a rad je
nagraden Rektorovom nagradom. Ovgj je ¢lanak mali iz-
vadak iz te radnje.

gdie su x,y,z: u — R reane funkcije klase c(u) tj.
imaju neprekidne prve parcijalne derivacijena u .

Skup tocaka euklidskoga prostora

F={T e R3|T = (x(u,v),¥(u,v), 2(u,V)), (u,V) € u} @

nazivamo plohom a uredeni par (u,r) parametrizacijom
plohe 7 .

Ploha # moze se zadati i stri parametarske jednaitbe

1 O plohama euklidskoga prostora X=xuv), y=yuv), z=zuyv) (€)

gdiesux,y,z: u — R diferencijabilne skalarne funkcijeiz

Ovdje dagjemo neke osnovne definicije iz podrucja dife- jednakosti (1).

rencijalne geometrije ploha koje se uz znatno detajnija
objasnjenja nalaze u drugom i tretem poglavlju radnje [7, 'z
str. 10-37] pri Cijem su pisanju autori koristili sljedetu li-
teraturu: [1], [5], [6], [8], [9].

1.1 Parametrizacijai singulariteti ploha r»(:f;' l/

Nekaje 1 C R? otvoren i povezan skup (podrugje) i neka
jer : u — R3 vektorskafunkcija danaformulom

Slika 1: @ je najeste pravokutno podrudje u R?. Vek-
torska funkcija r preslikava tocku podrucja « u radij-

r(u,v) = X(u, V)i +y(u,v)j + z(u, v)K, (1) vektor tocke T plohe .
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Zatotku T plohe 7 koja odgovara paru (Ug,Vo) kazemo
daje regularna t@ka parametrizacijé¢ u ,r) ako je

ru(Uo, Vo) X ry(Uo, Vo) # 0. 4

Zatotku T plohe 7 koja odgovara paru (Ug,Vo) kazemo
daje singularna t@ka parametrizacijéu,r) akoje

ru(Uo, Vo) X ry(Ug, Vo) = 0. (5)

Ploha 7 dopusta razliCite parametrizacije. Tocka plohe
koja je singularna za jednu parametrizaciju ne mora biti

singularnai za ostale njezine parametrizacije. Za plohu ¥

kaZzemo da je regularnaako svaka njezinatotkaimau #

okolinu s regularnom parametrizacijom. Zatotku S€ 7

kaZzemo daje singularna t@&ka ploheako je onasingularna
toCka svake njezine parametrizacije.

1.2 Tangencijalnaravninai normala

U svakoj regularnoj tocki T plohe ¥, koja odgovara
parametrima (up, Vo), postoji jedinstvena tangencijalna
(dirna) ravninacija je vektorskajednanzba:

t=r(uo,vo) +p1ru+parv, p1.p2€R. (6)

Tangente onih krivulja na plohi ¥ koje sadrZe regularnu
tocku T leZe u tangencijalnoj ravninite tocke. U singu-
larnim totkama plohe, u kojimaje ry x ry = 0 za svaku
parametrizaciju (r, u), takve tangente formiraju tangenci-
jalne stosce onog reda koliki je stupanj viSestrukosti sin-
gularne tocke. Ti se tangencijalni stosci mogu raspasti na
ravnine od kojih neke mogu biti i viSestruko brojene. Ako
su sve tocke neke krivulje na plohi singularne onda takvu
krivulju nazivamo singulanom linijorrplohe.

Vektor
FyXry

np= ———-
lruxryll

()

je jedinitni vektor normaleu regularnoj tocki plohe i
okomit je natangencijalnu ravninu.

a b ¢

Slika2: (a) Tangencijalnaravninai normalau regularnoj
tocki. (b) Dvostruka totka s tangencijalnim stoScem. (c)
Dvostruki pravac plohe duz kojeg se tangencijalni stozac
raspada na dvije ravnine.
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1.3 Gaussova i srednja zakrivljenost u regularnoj

tocki plohe
Kvadratnu formu
Edi + 2F dudv+ Gdv (8)
gdieje
E == ru . ru,
F= ry-Ty, (9)
G=ry-ry

nazivamo prvom osnovnom diferencijalnom formom plohe

Ona predstavlja kvadrat elementa duljine luka krivulje
na plohi, odnosno kvadrat udaljenosti dviju ”beskonatno
bliskih” to€aka (u,v) i (u+ du,v+ dv) plohe. Za odredenu
tocku T na plohi koeficijenti E, F, G imaju konstantnu
vrijednost, dok se diferencijali dui dv mijenjaju ovisno
o krivulji koja se promatra.

Kvadratnu formu

Ldw? +2M dudv+ Ndv. (10)
gdjeje

L =ryu-No,

M = ru\/' I’]o, (11)
N=rw-ng

nazivamo drugom osnovnom diferencijalnom formom

plohe Onaizrazavaglavni dio odstupanjakrivulje naplohi
od tangencijalne ravnine pri pomaku od diraliSta u njemu
“beskonacno blisku” totku. Za odredenu tocku T na plohi
koeficijenti L, M, N imaju konstantnu vrijednost, dok se
diferencijali dui dv mijenjaju prema krivulji koja se pro-
matra.

Nekaje # regularnaplohai T(u,v) € 7.

Gaussova zakrivljenost plohe # u tocki T(u,v) dana je
relacijom

LN —M?
K(u,v) = EG_FZ (12)
Srednja zakrivljenost plohe # u tocki T(u,v) dana je
relacijom

H(u,V) = %(EN—ZMF—FGL

EG F2 ) (13)



KoG-8-2004

S. Hak, S. Gorjanc, M. UroS: Vizualizacije funkcija Gaussove i srednje zakrivljenodti.....

2 Prikaz Mathematicabiljeznice

Mathematicaje svestran programski sustav i programski
jezik za izradu matematickih i drugih aplikacija. Moze
se primijenjivati kao numericki i simbolicki kalkulator,
sustav za vizualizaciju funkcija i podataka, visoko razvi-
jeni programski jezik, okolina za modeliranjei analizu po-
dataka, sustav za reprezentaciju znanja, softverska plat-
forma za pokretanje drugih aplikacija itd. Program se sa-
stoji od dvaosnovnadijela: ujezgri (kerne) odvijase samo
racunanje, dok se u grafickom sucelju (front eng vrse
ulaznolizlazne operacije, odnosno pripremanje ulaznih po-
datakai prikazivanjerezultatadobivenihod jezgre. Osnov-
ni format datoteka koje se koriste u Mathematicinaziva
se biljeznicom (notebook Biljeznice imaju razgranatu
hijerarhijsku strukturu, te osim inputa i outputa mogu
sadrZavati tekst, matematiCkeizraze, slike, animacije, zvuk
i linkove nadruge sadrzaje.

Knjiga [6] krasan je primjer upotrebe Mathematiceu di-
ferencijalnoj geometriji, iz nje smo preuzeli i idgju za vi-
zualizaciju funkcija zakrivljenosti. Ovdje dajemo prikaz
Mathematicabiljeznice u kojoj su za varijabilnu vektorsku
funkciju dviju varijabli definirane funkcije Gaussove i
srednje zakrivljenosti, definicije se mogu nati i u knjizi [6,
str. 394]. Na primjeru rotacijskog paraboloida prikazno je
kako se tako definirana funkcijamoze koristiti pri vizuali-
zaciji svojstava srednje zakrivljenosti.

Vektorsku funkciju x : u — R3 koja odreduje
parametrizaciju neke plohe moZe se, u programskom
Jeziku Mathematicadefinirati na sljedeci nacin:

x[u_,v_1:={x1lu,v],x2[u,v],x3[u,v]}

gdje su skalarnefunkcijexl, x2i x3 diferencijabilnena « .

Koeficijente E, F, G prve osnovne diferencijalne forme
(koje temo u Mathematicinazivati ee, £, gg) mozemo na
temelju jednakosti (9), za varijabilnu vektor§<u funkciju x,
definirati na sljedeti nacin:
ee[x_][u_,v_]:=
FullSimplify[D[x[uu,vv],uul.D[x[uu,vv],uul/.
{uu->u,vv->v};
fflx_Jlu_,v_]:=
FullSimplify[D[x[uu,vv],uu] .D[x[uu,vv],vv]]/.
{uu->u,vv->v};
gglx_Jlu_,v_1:=
FullSimplify[D[x[uu,vv],vv].D[x[uu,vv],vv]]/.
{uu->u,vv->v};

Nadalje, definicijajedinitnog vektoranormale (7) je

NO[x_][u_,v_]:=
FullSimplify[Cross[D[x[uu,vv],uul,D[x[uu,vv],vv]l]l/
Sqrt [Cross[D[x[uu,vv],uul ,D[x[uu,vv],vv]].
Cross[D[x[uu,vv],uul ,D[x[uu,vv],vv]]11]/.
{uu->u,vv->v}

a definicije koeficijenata druge diferencijalne forme, na
temelju jednakosti (11) su:

11[x_][u_,v_]:=
FullSimplify [D[x[uu,vv],uu,uu] .NO[x] [uu,vv]]/.
{uu->u,vv->v};
mm[x_][u_,v_]:=
FullSimplify [D[x[uu,vv],uu,vv].NO[x] [uu,vv]]/.
{uu->u,vv->v};
nnl[x_J[u_,v_]:=
FullSimplify[D[x[uu,vv],vv,vv].NO[x] [uu,vv]]/.
{uu->u,vv->v};

Sada je, u programskom jeziku Mathematica na temelju
jednakosti (12) i (13) moguce definirati funkcije Gaussove
I srednje zakrivljenosti (koje temo oznatiti GZ | SZ) zabilo
koju funkciju x.

GZ[x_1[u_,v_]:=
FullSimplify[(11[x] [uu,vv]*nn[x] [uu,vv]
-mm [x] [uu, vv]*mm[x] [uu,vv])/
(ee[x] [uu,vv]*gg[x] [uu,vv]
-£f [x] [uu, vv]*£f [x] [uu,vv])]/.
{uu->u,vv->v}

Szlx_1[u_,v_]:=
FullSimplify[1/2(ee[x] [uu,vv]*nn[x] [uu,vv]
-2mm [x] [uu, vv]*£f [x] [uu, vv]+gg[x] [uu,vv]*11[x] [uu,vvl)/
(ee[x] [uu,vv]*gg[x] [uu,vv]-£f [x] [uu,vv]*££f [x] [uu,vv])]/.
{uu->u,vv->v}

Ove nam defini cije omogucuju strojno racunanje Gaussove
i srednje zakrivljenosti na plohi, kao i crtanje grafovatih
funkcija. Na primjer, nakon u€itavanja gornjih defini-
cija, za rotacijski paraboloid s eksplicitnom jednadZbom
z=x? 4 y? to izgleda ovako:

In[10]:= par[u_,v_]:={u,v,u"2+v"2}

In[11]:= GZ[par] [u,v]
Out[11]= 4/(1+4u~2+4v~2)"2

In[12]:= SZ[par] [u,v]
Out [12]= (2+4u~2+4v"2)/(1+4u~2+4v~2) "~ (3/2)

Naredba za crtanje grafa funkcije srednje zakrivljenosti
definiranog paraboloidaje sljedeta:

In[13] := Plot3D[SZ[par] [u,v],{u,-1,1},{v,-1,1},
BoxRatios->{1,1,1},PlotPoints->40]

1

Out[13]= - SurfaceGraphics -
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U programu MathematicamoZe se Koristiti perioditka
funkcija boje Hue Period joj je 1, a podrucje vrijednosti
boje spektra. Definiranaje nasljedeti nacin:

|l N1 11
0 0.1 0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.2

Ta funkcija omogucuje prikaze ploha obojane bojom koja
je funkcija njihove Gaussove ili srednje zakrivljenosti. S
takvih slika ne moZe se oCitavati tocna vrijednost zakriv-
ljenosti plohe u pojedinim tockama, ali one vrlo dobro
vizualizirgju “ponasanje”’ funkcija na plohi. Na djedetoj
je dici prikazan paraboloid obojan bojom koja je funkcija
njegove srednje zakrivljenosti Hue(S2).

In[14]:=

ParametricPlot3D[

Append [par [u,v] ,Hue [SZ[par] [u,v]]]//Evaluate,
{u,-1,1},{v,-1,1},Lighting->False,PlotPoints->40]

Out[14]= - Graphics3D -

U okviru svog rada na IT projektu® V. Benic i S. Gor-
janc, s Gradevinskog fakulteta u Zagrebu, oblikovali su, na

temelju izlozenog principa, interaktivnu webMathematica

datoteku za crtanje grafovafunkcija Gaussovei srednje za-
krivljenosti te prikazivanja ploha obojanih bojom koja je
funkcijatih zakrivljenosti. Datoteka je dostupnana adresi:
http://www.grad.hr/itproject math/Links/webmath/

3 Primjeri vizualizacija

Primjer 1. Parametrizacija elipsoida sa sredistem u
ishodistu je
(u,v) — (acosusinv,bsinusinv,ccosv)

(u,v) € 10,2r) x [0,7), ab,ceR" (14)

Singularne tocke ove parametrizacije su (0,0, £c).

Ako su brojevi a, b, i ¢ medusobno razliciti elipsoid nazi-
vamo troosnim AKko je a = b # ¢ elipsoid je rotacijski i
to spljoSteniukoliko je a > ¢, odnosno izduzeniukoliko je

a < c. U ducgu kada je a = b = ¢ parametrizacija (14)
odreduje sferupolumjeraa.

Funkcija Gaussove zakrivljenosti troosnog elipsoida dana
jeformulom

4a2h?c?
(2a2b2 cos?v + c2(a2 + b2 + (b? — a2) cos2u) sin?v)2

Funkci]ja Gaussove zakrivljenosti rotacijskog elipsoida
danaje formulom

4c?
(a2 +c?+ (a—c)(a+c)cos2v)?’

(15

(16)

dok je Gaussova zakrivljenost u svakoj tocki sfere polu-
mjeraa jednaka1/a?.

Slika3: Nadlici suza

(a) troosni elipsoid, (a=2.5,b=4,c=2),

(b) spljosteni rotacijski elipsoid, (a=2,c=1) i

(c) sferu(a=1),

dani prikazi plohaobojanih bojom Hue(GZ) te grafovi nji-
hovih funkcija GZ (funkcija GZ definiranaje u inputu na
prethodnoj stranici).

10dabrana poglavlja geometrije i matematike za buduce inZenjere obradena pomotu Mathematice- projekt primjene informacijske tehnologije MZT

RH, 2003/24.
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Primjer 2. Promatramo parametrizaciju hiperbolickog
paraboloida kod koje su parametarske krivulje (uili v su
konstante) pravci

(U,v) — (U, v,u-v)  (u,v) € R?, (17)

Zatako parametriziranu plohu funkcije Gaussovei srednje
zakrivljenosti dane su formulama:

1

K(U,V) = —m, (18)
uv

Slika4: Nasdlici su za hipar s parametrizacijom (17), za
podrucje (—2,2) x (—2,2), dani sljedeti prikazi:

(a) Ploha obojanabojom Hue(GZ).

(b) Graf funkcije Gaussove zakrivljenosti hipara (18).

(c) Ploha obojanabojom Hue(3S2).

(d) Graf funkcije srednje zakrivljenosti hipara (19).

Primjer 3. Parametrizacija kruznog konoida 4. reda
(primjer opisan u [4]) je:

(u,v) — (cosu,sinu(1—v),v), (u,v) € (0,2r)xR. (20)

Zatako zadanu plohu funkcije Gaussove i srednje zakriv-
ljenosti dane su formulama:

cosfusin?u

K(u,v) = — - - )
V) ((v—1)2cos2u+ sinfu+sin*u)?

(21)

Huy) = (V—1)(1+ (2+ cog 2u)sin®u) 22)

2((v—1)2cos?u+sinfusinu)3/2’

Slika5: Nadlici su zakonoid s parametrizacijom (20), za
podrucje (0,2r) x (—2,1), dani sljedeti prikazi:

(a) Ploha obojanabojom Hue(GZ).

(b) Graf funkcije Gaussove zakrivljenosti (21).

(c) Ploha obojanabojom Hue(S2).

(d) Graf funkcije srednje zakrivljenosti (22).

Pravac paralelan s osi x (v = 1, u € R) singularna
je linija plohe s parametrizacijom (20). To je dvostruki
pravac ove plohe i u svakoj njegovoj tocki postoje dvije
tangencijalneravnine. U tim totkama funkcije Gaussove i
srednje zakrivljenosti nisu definirane, o se jasno vidi na
njihovim grafovima (slika5b i 5d).

Primjer 4. Regularna ploha danaje parametrizacijom:

(u,v) — (u,Vv,cosucosv), (u,v) € R?, (23)

Njezine funkcije Gaussovei srednje zakrivljenosti dane su
formulama:

2(cos2u+ cos2v)

K(u,v) = —
(u) (cos2u cos2v — 3)2’

(24)

_2c0sucosVv(cos2u - cos2v — 6)

H = 25
(uv) (6 — 2cos2u cos2v)3/2 (25)
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Slika6: Nasdlici suzaplohu s parametrizacijom (23), za
podrugje (—m, ) x (0,2r), dani sljedeti prikazi:

(a) Ploha obojana bojom Hue(GZ).

(b) Graf funkcije Gaussove zakrivljenosti (24).

(c) Ploha obojanabojom Hue(S2).

(d) Graf funkcije srednje zakrivljenosti (25).

Primjer 5. Plohaje dana parametrizacijom

(u,v) — (u,v,—coshuv),
(uv) € (=1,1) x (=1,1). (26)

Slika7:

(a) Ploha s parametrizacijom (26).

(b) Ploha (26) obojanabojom Hue(GZ).
(c) Ploha (26) obojanabojom Hue(S2).

Primjer 6. Parabolicki konoid 3. reda (detaljno obraden u
radu [3]) dan je parametrizacijom

(u,v) — (u,v,0.5(v> — 1)(3—u))
(u,v) € (1,5) x (—2,2). (27)

26

Slika 8:

(a) Plohas parametrizacijom (27).

(b) Ploha (27) obojanabojom Hue(GZ).
(c) Pioha (27) obojanabojom Hueg(S2).

Primjer 7. Plickerov konoid 4. reda dan je parametrizaci-
jom

(u,v) — (vcosu,vsinu,2sinu),
(u,v) € (0,21) x (—2,2). (28)

Slika 9:

(a) Ploha s parametrizacijom (28).

(b) Ploha (28) obojanabojom Hue(GZ).
(c) Ploha (28) obojanabojom Hue(S2).

Primjer 8. Plohaje dana parametrizacijom

(u,Vv) — (sinu,sinv,cosucosv),
(V) € [-m, @] x [—m, 7. (29)

Slika 10:

(a) Ploha s parametrizacijom (29).

(b) Ploha (29) obojanabojom Hueg(GZ).
(c) Ploha (29) obojanabojom Hue(S2).
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Primjer 9. Plohaje dana parametrizacijom [2] BENIC V., GORJANC S., 2004, "Visualizations of
) ) ) Gaussian and Mean Curvatures by Using Mathemat-

(u,v) = (sinu,sinv,sin(u+V)), ica and webMathematics Proc. of 6th Internacional

(u,v) € (—m,m) x (—m,m). (30) Conference on Applied Informatics, Eger, Hungary

[3] FILIPAN S., GORJANC S., KVASNICKA H., 2000,
“Natkrivanje parabolickim konoidom”, KoG, No. 5,
pp. 57-64.

[4] GoRriaNC S., 2003, Pravtaste ploheweb skripta
(www.grad.hr/itproject_math/Links/sonja/pravcaste/pravcaste.html)

[5] Goetz A., 1970, Introduction to Differential Geome-
try. Addison—Wesley, Reading, M assachusetts

Slika 11:

(a) Ploha's parametrizacijom (30). [6] GRAY A., 1998, Modern Differential Geometry of
(b) Pioha (30) obojanabojom Hue(GZ). Curves and Surfaces with Mathemati@RC Press,
(c) Ploha (30) obojanabojom Hue(S2). Boca Raton

[7] HAK S., UROS M., 2004, Gaussova i sred-
nja zakrivljenost ploha - Mathematica vizualizagije
studentski rad nagraden Rektorovom nagradom,
Gradevinski fakultet, Zagreb

Primjer 10. Plohaje dana parametrizacijom

(u,v) — (sinu+ cosv, cosu+ sinv, cos(U+ V) + sin(u+Vv)),
(uv) € (—=m,7) x (=7, 7). (31) [8] Markovit Z., 1952, Uvod u vBu analizy Il dio,
Skolskaknjiga, Zagreb

[9] Suljagic S., 2000, Matematika Ilweb skripta
(www.grad.hr/nastava/matematika/mat2)

[10] Wolfram S., 1993, Mathematica- Second Edition,
Addison-Wes ey

[11] Wolfram S., 2004, MathWorld web enciklopedija
(http://mathworld.wolfram.com/)

Slika 12:

(a) Dio plohe s parametrizaciojom (31) ogranicen ravni-

nomy= —1. Sanja Hak

(b) Dio plohe (31) obojan bojom Hug(GZ). e-mail: sanja.hak®hi.htnet.hr

(c) Dio plohe (31) obojan bojom Hue(S2). S EoEm

e-mail: sgorjanc@grad.hr
Mario Uros
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