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Schattengrenzen krummer Flächen –
Drehflächen, Schraubrohrfläche und
Meridiankreisschraubfläche

Rastavnice oblih ploha - rotacijskih i zavojnih ci-
klǐckih

SAŽETAK

Uobičajeno je da se tangenta t na rastavnicu e oble plohe
Φ konstruira na temelju činjnice da su t i zraka svetlosti l
par konjugiranih dijametara tzv. DUPINOVE indikatrise u
promatranoj točki P. Ovaj rad opisuje drukčiji pristup kon-
strukciji takve tangente: rastavnica e definira se kao pro-
dorna krivulja plohe Φ i specijalne pravčaste plohe Ψ koja
ovisi o Φ i snopu zraka svetlosti. Ψ se uvodi kao pridružena
pravčasta ploha duǩrivulje e. Taj pristup omogućuje jedno-
stavnu, linearno i globalno primjenjivu konstrukciju tan-
gente t za rotacijske i zavojne plohe, na način nacrtne
geometrije. Metoda je takod-er prikladna za klizne plohe
isto kao i za centralnu rasvjetu. U nekim je slučajevima
ploha Ψ pravčasta kvartika.

Ključne riječi: Dupinova indikatrisa, oble plohe, pravčaste
plohe, sjene

Shade Lines of Curved Surfaces - Rotational and
Helical Circular Surfaces

ABSTRACT

Typically a tangent t to the shade line e of a curved surface
Φ is constructed by making use of the fact that t and the
light ray l form a pair of conjugate diameters of the so-called
DUPIN-indicatix of Φ at an investigated point P. This ar-
ticle describes a very different approach to developing such
a tangent: The shade line e is defined as the intersection
of Φ and a special ruled surface Ψ, which depends both
on Φ and on the bundle of light rays. Ψ is introduced as
accompanying ruled surface along e. This approach allows
a simple, linear and globally applicable construction of t
for rotational and helical surfaces by means of descriptive
geometry. The method is also suitable for translation sur-
faces as well as for central illumination [4]. In a few cases
Ψ is a ruled quartic.

Key words: curved surface, Dupin-indicatrix, ruled sur-
face, shades and shadows
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Der Artikel führt kurz in dieBegleitregelflächenmethode
zur Konstruktion von Tangenten an die Eigenschattengren-
zen krummer Fl¨achen ein und zeigt anschließend ihre An-
wendung auf Drehfl¨achen, Schraubrohrfl¨ache und Meridi-
ankreisschraubfl¨ache. Weitere Einzelheiten werden in [4]
dargestellt. Dort sind, neben der Behandlung der Schieb-
flächen und des Torus bei Zentralbeleuchtung, insbesonde-
re die Begleitregelfl¨achen selbst Gegenstand der Untersu-
chung.

1 Begleitregelflächenmethode

Nur auf regulären krummen Fl¨achenst¨ucken kann ei-
ne Eigenschattengrenze auftreten, die in Abh¨angigkeit
von der Lichtrichtung variiert. F¨ur die zu untersuchen-

den Flächenst¨ucke wird deshalb vorausgesetzt, dass sie
nicht eben sind und zu jedem Fl¨achenpunkt genau ei-
ne Flächennormale existiert. Außerdem beschr¨anken wir
uns vorerst auf den Fall der Parallelbeleuchtung (Abb.
1). Die Lichtrichtung wird so angenommen, dass keine
Flächengebiete in so genanntemStreiflicht existieren.
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Punkte der Eigenschattengrenze e einer Fl¨acheΦ erhält
man mit

Satz 1 Bei Parallelbeleuchtung ist die Eigenschatten-
grenze einer regulären krummen Fläche der Ort jener
Flächenpunkte, in denen die Flächennormalen zur Licht-
richtung normal sind.

Die Flächennormalen l¨angs e erf¨ullen einekonoidale Re-
gelfläche Ψ, deren Richtebene zur Lichtrichtung normal ist
(Abb. 2). Wenn e regul¨ar ist, was wir voraussetzen wollen,
mussΨ in einem Umgebungsstreifen von e ebenfalls re-
gulär sein.
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Abb. 2

Mit Ψ liegt eine Hilfsfläche vor, dieΦ in e (normal) schnei-
det. In jedem Punkt von e kann die Tangente an e folg-
lich als Schnittgerade der entsprechenden Tangentialebe-
nen vonΦ und Ψ konstruiert werden. Im Wesentlichen
läuft das darauf hinaus, dass gewisse Tangentialebenen von
Ψ unter Ausnutzung derBerührkorrelation verfügbar ge-
macht werden m¨ussen.

Mit dem Ziel, eine konstruktiv leicht beherrschbare Re-
gelfläche durch e zu erhalten, kann es gelegentlich, etwa
bei Schiebflächen, sinnvoll sein, eine andere als die Nor-
malenfläche zu betrachten. Wir ber¨ucksichtigen das durch
folgende Bezeichnung:

Def. 1 Eine durch Geraden erzeugte Hilfsfläche, die eine
krumme Fläche Φ längs der Eigenschattengrenze von Φ
schneidet, heißt eine Begleitregelfläche der Eigenschatten-
grenze.

Sind die Erzeugenden der Begleitregelfl¨acheΨ Flächen-
normalen vonΦ, so istΨ der Schnitt der Normalenkongru-

enz vonΦ mit demplanaren Normalenkomplex der Licht-
richtung. Bleibt die Lichtrichtung konstant, so istΨ auch
Begleitregelfläche aller Parallelfl¨achen vonΦ.

2 Tangenten an die Eigenschattengrenzen
von Drehflächen

Bei jeder DrehflächeΦ ist die Normalenkongruenz eine
Untermenge des Geb¨usches durch die Drehachse a. Jede
Begleitregelfläche vonΦ liegt somit in der Schnittkon-
gruenz dieses Geb¨usches mit dem Normalenkomplex der
Lichtrichtung. Weil beide Komplexe ersten Grades sind,
erfüllt die Schnittkongruenz im Allgemeinen ein hyperbo-
lisches Netz mit den Netzachsen a und l∞, der Ferngeraden
der Normalebenen zur Lichtrichtung ([5] S. 5 ff). Wenn die
Lichtrichtung zu a normal ist, zerf¨allt das Netz und erf¨ullt
eine Meridianebene.

Satz 2 Die Begleitregelfläche einer Drehfläche bei Paral-
lelbeleuchtung ist im Allgemeinen eine Netzfläche mit der
Drehachse als Leitgerade und einer zur Lichtrichtung nor-
malen Richtebene, das heißt sie ist ein schiefes Konoid.

Nur beim Torus hat die Normalenkongruenz neben a eine
zweite einfache Leitkurve, den Mittenkreis m. Die Begleit-
regelfläche des Torus ist folglich eine Netzfl¨ache durch m
und wegen der gegenseitigen Lage von a, l∞ und m von
viertem Grad und siebter STURMscher Art (Abb. 3).
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In der Regel weist die Normalenkongruenz einer Dreh-
fläche Φ anstelle von m eine koaxiale Leitdrehfl¨ache
(Brennfläche)Θ auf. Der Meridian vonΘ ist die Evolu-
te des Meridians vonΦ. Jede Begleitregelfl¨acheΨ von Φ
berührt Θ längs einer Raumkurve, deren Drehriss ein Teil
der Evolute ist.

Durch die Leitgerade a, die Ber¨uhrung mitΘ sowie die
Fernleitgerade l∞ sind zu jeder Erzeugenden n vonΨ in
drei verschiedenen Punkten die Tangentialebenen gege-
ben, mit deren Hilfe die Ber¨uhrkorrelation längs n ver-
vollständigt werden kann. Dabei wird die Tangentialebene
im Berührpunkt M von n mitΘ durch n und die Breiten-
kreistangente in M aufgespannt. Zugleich ist M der Mittel-
punkt des Meridiankr¨ummungskreises im zu n geh¨orenden
Flächenpunkt P vonΦ. Für die Vervollständigung der
Berührkorrelation ist demnach unerheblich, welche Eigen-
schaftenΘ besitzt. Die Konstruktion ist durchf¨uhrbar, so-
bald zu jedem untersuchten Punkt vonΦ ein Meridian-
krümmungskreis bekannt ist.

Wenn offensichtlich die Festlegung der Ber¨uhrkorrelation
längs einer Erzeugenden vonΨ − und damit verbunden
die Konstruktion der Tangente an die Eigenschattengren-
ze− nur von der Meridiankr¨ummung und der Drehachse
a sowie l∞ abhängig ist, kannΦ lokal durch einen entspre-
chenden Torus und seine Begleitregelfl¨ache ersetzt werden.
Bekanntlich gilt:

Längs des Breitenkreises durch einen allgemeinen Punkt
P einer Drehfl¨ache Φ1 wird Φ1 von einem koaxia-
len TorusΦ2 oskuliert, dessen Meridian der Meridian-
krümmungskreis vonΦ1 in P ist. Das heißt in P stimmt das
SchattengrenzenverhaltenvonΦ1 undΦ2 jedenfalls bis zur
ersten Ordnung ¨uberein. Wir begn¨ugen uns deshalb damit,
den Torus bez¨uglich seiner Eigenschattengrenze n¨aher in
Augenschein zu nehmen.

Torus

Zu einem allgemeinen Punkt P der Eigenschattengrenze
e eines TorusΦ soll die Tangente t von e im Normalriss
in der Lichtmeridianebene, kurzLichtmeridianriss, kon-
struiert werden (Abb. 4). Die Fl¨achennormale n durch P
ist eine Erzeugende der Begleitregelfl¨acheΨ von Φ längs
e. Die gesuchte Tangente t ist die Schnittgerade der Tan-
gentialebenenτ von Φ und σP von Ψ in P. Es ist darum
sinnvoll, die Berührkorrelation längs n direkt inτ zu ver-
vollständigen.

Zuerst ben¨otigt man die Spuren der drei bekannten Tan-
gentialebenen von n inτ. Das Bild der Spur s∞ der asym-
ptotischen Ebene f¨allt in der gewählten Aufstellung in den
Meridianriss von n. Die Spur der TangentialebeneσM in
M, die durch n und den Mittenkreis m aufgespannt wird,
ist die Breitenkreistangente tb in P. Die Tangentialebene
σN im Schnittpunkt N von n mit der Drehachse a schneidet
τ in der Meridiantangente tk.
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Abb. 4

Der Berührpunkt der asymptotischen Ebene ist der Fern-
punkt von n. Damit l¨auft die Konstruktion auf eine Teil-
verhältnisübertragung, etwa mittels geeigneter Perspekti-
vität (Strahlensatz), hinaus. Auf einer Hilfsgeraden g∗ in
τ parallel zu s∞, die durch den Schnittpunkt T von tk und
a gelegt werden kann, liegen die Schnittpunkte N∗ := T ,
M∗ := g∗ ∩ tb und P∗ := g∗ ∩ t, deren Teilverh¨altnis
TV(N∗,M∗,P∗) mit TV(N,M,P) übereinstimmt. Somit ist
der Strahlenschnittpunkt X := NN∗ ∩MM ∗ ein Punkt der
gesuchten Tangente t.

Wenn man beachtet, dass M und N die Haupt-
krümmungsmittelpunkte und tk sowie tb die
Krümmungstangenten von P sind, so f¨uhrt das auf fol-
genden allgemeinen

Satz 3 In einem Punkt P der Eigenschattengrenze e ei-
ner krummen Fläche schneiden die Tangente t von e und
die Krümmungstangenten t1 und t2 aus jeder in der Tan-
gentialebene von P befindlichen und zum ber ührenden
Lichtstrahl in P orthogonalen Geraden g∗ mit P /∈ g∗ je-
nes Teilverhältnis aus, das dem Teilverhältnis von P und
den Hauptkrümmungsmittelpunkten K1 und K2 auf der
Flächennormalen in P entspricht: Es ist mit P∗ := g∗ ∩ t,
K∗

1 := g∗ ∩ t2 und K∗
2 := g∗ ∩ t1 dann TV(P,K1,K2) =

TV(P∗,K∗
1,K

∗
2).
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Dieser Satz gilt unver¨andert auch bei Zentralbeleuch-
tung. Man beachte aufmerksam, dass K∗

1 auf der
Krümmungstangente von K2 liegt und K∗2 auf t1.

Betrachten wir erneut den Lichtmeridianriss des TorusΦ
(Abb. 5): In denÄquatorpunkten vonΦ vereinfacht sich
die Teilverhältnisübertragung zur Konstruktion der Tan-
genten an die Eigenschattengrenze e vonΦ durch die
direkt ablesbare Lage der Kr¨ummungstangenten. Außer-
dem ist das jeweilige Teilverh¨altnis der Äquatorpunkte
mit den Krümmungsmittelpunkten im Hauptmeridian ge-
geben. Mit wenigen Linien erh¨alt man so die Tangenten
im elliptischen und im hyperbolischen Punkt Pe bzw. Ph.
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Abb. 5

Diese Konstruktion kann mit jener abgeglichen werden,
die längs desÄquators oskulierende Drehquadriken ein-
setzt (Abb. 6, vgl. [6] und [2] S. 305; m¨ogliche Umrisskon-
struktionen der Drehquadriken sind gestrichelt wiederge-
geben). Bekanntlich bilden sich der ber¨uhrende Lichtstahl
l und die Tangente t an die Eigenschattengrenze auf ein
Paar konjugierter Durchmesser des Umrisses der oskulie-
renden Drehquadrik ab. Daraus folgt eine elementare Kon-
struktion konjugierter Durchmessergeraden bei Ellipse und
Hyperbel.

Satz 4 Die zu einer Durchmessergeraden l konjugierte
Durchmessergerade einer Ellipse oder Hyperbel schnei-
det die durch einen Scheitelkrümmungsmittelpunkt gelegte
Normale zu l in einem Punkt der zugehörigen Scheiteltan-
gente.

Eine Umkehrung von Satz 4 ist die ¨ubliche Scheitel-
krümmungskreiskonstruktion der Ellipse aus dem Tangen-
tenrechteck. Schließlich sind die Diagonalen im Rechteck
zueinander konjugierte Durchmesser der Ellipse. Bei der
Hyperbel wiederum ist der zu einer Asymptoten konjugier-
te Durchmesser die selbe Asymptote.
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Abb. 6

3 Tangenten an die Eigenschattengrenzen
von Schraubflächen

Auch die Normalenkongruenz einer Schraubfl¨ache geh¨ort
einem linearen Komplex an, dem Normalenkomplex der
Schraubung, kurzGewinde. Folglich sind die Begleitre-
gelflächen von Schraubfl¨achen bez¨uglich Parallelbeleuch-
tung ebenfalls Netzfl¨achen. Wie zuvor bei den Drehfl¨achen
gehört eine Netzachse, die Ferngerade l∞, zum Norma-
lenkomplex der Lichtrichtung. Die zweite Netzachse wird
durch Einsatz des Drehfluchtprinzips greifbar. Schließ-
lich schneiden alle Fl¨achennormalen l¨angs der Eigenschat-
tengrenze einer Schraubfl¨ache bei Parallelbeleuchtung die
Achsenparallele l0 durch denDrehfluchtpunkt der Licht-
strahlen (vgl. [7] S. 173 f). Das Netz ist im Allgemeinen
hyperbolisch. Wird die Lichtrichtung jedoch normal zur
Schraubachse a angenommen, so fallen die Netzachsen zu-
sammen in eine a treffende Ferngerade l∞. Es liegt dann ein
parabolisches Netz vor, bei dem die Projektivit¨at längs l∞
durch das Gewinde induziert wird.

Satz 5 Die Begleitregelfläche einer Schraubfläche ist im
Allgemeinen eine Netzfläche mit einer achsenparallelen
Leitgeraden durch den Drehfluchtpunkt der Lichtstrah-
len und einer zur Lichtrichtung normalen Richtebene, das
heißt sie ist ein schiefes Konoid.
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Dies impliziert Satz 2 zu den Drehfl¨achen: Wenn der
Schraubparameter null ist, fallen alle Drehfluchtpunkte in
die Drehachse.

(1) (2) (3) (4) (5)

Abb. 7
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Schraubrohrfläche

Die einzige Schraubfl¨ache, deren Normalenkongruenz ei-
ne Leitkurve aufweist, ist die Schraubrohrfl¨ache (Abb. 7).
Jede Begleitregelfl¨acheΨ einer Schraubrohrfläche Φ ist
folglich durch drei konstruktiv leicht beherrschbare Leit-
kurven gegeben: Die zwei Netzachsen (getrennt oder zu-
sammenfallend) und die Mittenschraublinie m (Abb. 8).
Für die Vervollständigung der Ber¨uhrkorrelation ist folgen-
des bemerkenswert:

Bei jeder Erzeugenden n vonΨ schneidet die Tangen-
tialebene in N := n∩ l0 durch n undl0 die zugeh¨orige
Tangentialebeneτ von Φ in einer Falltangente (es wird
von lotrechter Aufstellung der Schraubachse ausgegan-
gen). Die Tangentialebene in M, die durch n und die
Schraubtangente im Schnittpunkt von n und m aufge-
spannt wird, schneidetτ nach einer Kr¨ummungstangente.
Nach Festlegung der Ber¨uhrkorrelation kann durch Teil-
verhältnisübertragung und unter R¨uckgriff auf Satz 3 der
zweite Hauptkr¨ummungsmittelpunkt auf n bestimmt wer-
den. In Abb. 9 erfolgt die Tangentenkonstruktion f¨ur einen
allgemeinen Punkt P der Eigenschattengrenze e vonΦ im
Lichtmeridianriss.
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Abb. 10

Meridiankreisschraubfläche

Die Meridiankreisschraubfl¨ache unterscheidet sich vom
Torus dadurch, dass der Meridiankreis statt einer Drehung
eine Schraubung erf¨ahrt (Abb. 10). Allerdings zieht die-
se kleine Modifikation einige konstruktive Schwierigkei-
ten bei der Festlegung der Begleitregelfl¨ache nach sich.
Um diese in den Griff zu bekommen, untersuchen wir
zuerst die Normalenkongruenz der Meridiankreisschraub-
flächeΦ:

Die Flächennormalen l¨angs eines erzeugenden Kreises k
von Φ sind Gewindegeraden und geh¨oren zugleich dem
Gebüsch durch die Drehachse ak von k an. Das Gewin-
de und ak bestimmen ein Netz. Solange die Geb¨uschachse
ak keine Gewindegerade ist, sind die Netzachsen reell ge-
trennt und das Netz ist hyperbolisch. Andernfalls ist das
Netz parabolisch. Die Normalenfl¨acheΨk längs k wird
demnach durch zwei Leitgeraden und den Leitkreis k
festgelegt. Diese Feststellung kann auf alle Kreisschraub-
flächen ausgeweitet werden und gilt auch bei Drehung
bzw. Schiebung:

Satz 6 Die Normalenfläche längs eines erzeugenden Krei-
ses einer zyklischen Bewegfläche ist im Allgemeinen eine
Regelfläche vierten Grades siebter STURMscher Art.

Für ein weiteres Vorgehen ist es n¨otig, die zweite Leitge-
rade vonΨk aufzusp¨uren: Genau wie die Meridiankreis-
schraubfläche istΨk zu jener Durchmessergeraden d von k
axialsymmetrisch, welche die Schraubachse a orthogonal

schneidet. Somit ist d die Doppelerzeugende vonΨk und
die gesuchte Leitgerade q0 normal zu d.

Weil q0 zur Doppelkurve vonΨk gehört, schneiden sich die
Flächennormalen paarweise in Punkten von q0. Greift man
zwei solche Erzeugende n1 und n2 heraus, deren Schnitt-
punkte P1 und P2 mit k auf einem Durchmesser von k lie-
gen, so spannen sie eine Ebene durch ak auf. Diese Ebe-
ne schneidet die zu d normale Meridianebeneϕ in einer
Höhenlinie (Abb. 11). Zugleich m¨ussen die Grundrissbil-
der von n1 und n2 durch den gemeinsamen Drehflucht-
punkt T+ der zueinander parallelen Kreistangenten in P1

und P2 verlaufen. Daraus folgt: n1 und n2 schneidenϕ in
einem gemeinsamen Punkt Q und q0 befindet sich inϕ.
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Die Tangentialebenen vonΦ in den Endpunkten des zu
a parallelen Durchmessers von k sind zueinander paral-
lel. Demnach sind auch die Erzeugenden vonΨk in diesen
Punkten zueinander parallel und schneiden sich im Fern-
punkt von q0. Weil die Bahnkurven der betreffenden Punk-
te von k zur Mittenlinie m vonΦ kongruent sind, kann for-
muliert werden:

Satz 7 Die Normalenfläche längs eines erzeugenden Krei-
ses einer Meridiankreisschraubfläche besitzt neben der
Drehachse des Kreises eine zweite Leitgerade, nämlich die
Schnittgerade der Bahnnormalebene des Kreismittelpunk-
tes mit der zur Kreisebene normalen Meridianebene.
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Wird Ψk derselben Schraubung wie k unterworfen, so ent-
steht als H¨ullfl äche der Schraublagen vonΨk die Schraub-
flächeΘ. Folglich istΘ die Brennfläche der Normalenkon-
gruenz vonΦ. In jeder Schraublage vonΨk berühren sich
Ψk undΘ längs einer immer gleichen Fl¨achenkurve c von
Ψk, dieEingriffslinie oderCharakteristik genannt wird ([3]
S. 194). Verschraubt man c, so entstehtΘ. Die gemein-
samen Tangentialebenen vonΨk undΘ längs c enthalten
demnach jeweils eine Bahntangente der Schraubung.

Jede Begleitregelfl¨acheΨ von Φ berührt die Brennfläche
Θ der Normalenkongruenz vonΦ längs einer nicht n¨aher
spezifizierten Kurve. Jede Erzeugende n vonΨ gehört
jedoch auch einer Schraublage vonΨk an, weshalb der
Berührpunkt K von n mitΘ auf c liegt. Für die Ver-
vollständigung der Ber¨uhrkorrelation wird es also darum
gehen, K∈ c aufΨk zu bestimmen.̈Uber die Schraubtan-
gente in K und unter R¨ucksicht auf Satz 5 sind dann drei
Tangentialebenen l¨angs n bekannt. Um den konstruktiven
Zugang zu vereinfachen bietet es sich an, analog zum Be-
griff Zirkularprojektion ([7] S. 68), den BegriffSchraub-
projektion einzuführen. Dies geschieht allerdings nicht mit
dem Ziel, eine Abbildung zu produzieren, die dann allge-
mein Schraubriss heißen k¨onnte, sondern um die Kontur
von Ψk unter Schraubprojektion zu untersuchen. Schließ-
lich stimmt diese Kontur mit der Charakteristik c ¨uberein.

Def. 2 Eine Abbildungsvorschrift, deren Projektionslinien
die Bahnkurven einer Schraubung um die Achse a mit dem
Schraubparameter p sind, heißt Schraubprojektionum die
Achse a mit dem Schraubparameter p. Ein Punkt K ei-
ner Fläche heißt Konturpunkt bez¨uglich Schraubprojek-
tion, wenn die Tangentialebene in K die Schraubtangente
von K enthält.

Jeder Punkt einer Schraubfl¨ache ist ein Konturpunkt
bezüglich Schraubprojektion (zur selben Schraubung). Un-
ter Zuhilfenahme des Drehfluchtprinzips wird Def. 2 auch
bei anderen Fl¨achen erf¨ullt, wenn die Drehfluchtspur der
Tangentialebene von K den Grundriss von K enth¨alt. Die-
sen bekannten Sachverhalt lesen wir als

Satz 8 Fällt in einem Punkt K einer Fläche der Grund-
riss der Flächennormalen in die Drehfluchtspur der Tan-
gentialebene von K, so ist K ein Konturpunkt bezüglich
Schraubprojektion.

Das kann nun folgendermaßen ausgenutzt werden: Die
Drehfluchtspuren aller Tangentialebenen l¨angs einer Er-
zeugenden n der Normalenfl¨acheΨk enthalten den Dreh-
fluchtpunkt N+ von n. Die Flächennormalen l¨angs n bil-
den dagegen einNormalenparaboloid Γ ([5] S. 69). Im
Grundriss h¨ullen die Bilder der Fl¨achennormalen l¨angs
n in der Regel eine Umrissparabel u’ ein ([7] S. 29).

Flächennormalen vonΨk durch Konturpunkte bez¨uglich
Schraubprojektion zeigen sich im Grundriss folglich als
Tangenten aus N+ an u’. Dafür gibt es zu jeder Erzeugen-
den vonΨk im algebraischen Sinne zwei L¨osungen.

Wir werden nun die Umrissparabel u’ von Γ im Grundriss
unter Hinweis auf ihre Leitlinie und mithilfe eines Parabel-
punktes mit Tangente bestimmen. Dazu ist es n¨otig, zuerst
ein BerührparaboloidΓB längs n festzulegen (Abb. 12 am
Hauptmeridiankreis k):

Setzt man die Leitgeraden q0 und ak von Ψk als Erzeu-
gende vonΓB ein, so ist die Richtebene vonΓB grund- und
aufrissprojizierend. In P findet man eine weitere Erzeugen-
de gP von ΓB über die TangentialebeneσP von Ψk. Die
TangentialebeneσP wird durch n und die Kreistangente tk

aufgespannt. Eine H¨ohenlinie hP vonσP verläuft durch den
Schnittpunkt von tk mit der Doppelerzeugenden d und den
Schnittpunkt von n mit ak.
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Abb. 12
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Besonders n¨utzlich für das weitere Vorgehen ist die hori-
zontale Erzeugende h vonΓ B aus der Schar von n. Sie be-
findet sich in der H¨ohenebene durch ak und schneidet q0
im Fußpunkt D von d sowie gP im Schnittpunkt von gP mit
hP. Die Erzeugende h ist deshalb so wertvoll, weil die Leit-
linie von u’ in h’ fällt. Dies wird in [4] S. 188 f, 191 und194
f begründet.

Um einen Punkt B’ von u’ und die dazugeh¨orige Tangente
n’B zu erhalten, suchen wir den Konturpunkt B vonΓ zu
n auf. Dabei muss das Grundrissbild der Fl¨achennormalen
nB von Ψk (undΓB) in B (mithin eine Erzeugende vonΓ)
mit n’ zur Deckung kommen. Das heißt die Grundrissbil-
der aller Höhenlinien der TangentialebeneσB von ΓB in
B müssen zu n’ orthogonal sein. Legt man eine solche
Höhenlinie hB durch den Schnittpunkt von n mit ak vor,
so trifft hB die horizontale Erzeugende h in einem Punkt
jener Erzeugenden gB vonΓB, die n im Berührpunkt B von
σB schneidet (Abb. 12).

Im Wesentlichen ben¨otigt man außer der Leitlinie h’ noch
den Brennpunkt F von u’ (Abb. 13). Dabei ist n’= n’B
Symmetriegerade zu F und dem Fußpunkt des Lotes aus
B’ zu h’.

ak'

gB'
hB'

n'=nB'

h'

B'

F

Abb. 13

Zu guter Letzt werden jetzt die Parabeltangenten n’K1 und
n’K2 aus N+ an u’ konstruiert ([1] S. 208 f). Ein Hilfs-
kreis um N+ durch F schneidet h’ in den Gegenpunkten
G1 und G2 (Abb. 14). Die Geraden FG1 und FG2 sind zu
n’K1 bzw. n’K2 normal. Nach Satz 8 sind n’K1 und n’K2 die
Grundrissbilder der Fl¨achennormalen nK1 und nK2 vonΨk
in den Konturpunkten K1 und K2 bezüglich Schraubpro-
jektion auf der Erzeugenden n vonΨk. (Die Konturpunkte
bezüglich Schraubprojektion auf der Doppelerzeugendend
vonΨk werden in [4] S. 198 gesondert behandelt.)

Die Konstruktion der Tangente an die Eigenschattengren-
ze e der Meridiankreisschraubfl¨acheΦ in einem Punkt P
von e läuft nun wieder auf eine Teilverh¨altnisübertragung
in der Tangentialebeneτ von P hinaus. Dabei ist folgender
Zusammenhang erw¨ahnenswert:

In P spannen die Bahntangente von P und die Meridian-
kreistangente tk die Tangentialebeneτ auf. Die Erzeugende
n der Begleitregelfl¨ache längs e durch P ist Bahnnormale
zu jedem ihrer Punkte. Folglich sind auch die Bahntangen-
ten in den Konturpunkten bez¨uglich Schraubprojektion zu
τ parallel.
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F
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Abb. 14

Schlussbemerkungen

Um Tangenten an die Eigenschattengrenzen krummer
Flächen in den Griff zu bekommen wird in der Regellokal
das Instrumentarium der konstruktiven Differentialgeome-
trie eingesetzt. Dabei werden Zusammenh¨ange quadrati-
scher Form ausgenutzt. Dagegen erfasst die hier vorgestell-
te Begleitregelflächenmethode Eigenschattengrenzenglo-
bal als Schnittkurven und f¨uhrt zu linearen L¨osungen.
Die Methode greift, sobald man die Normalenkongru-
enz der untersuchten Fl¨ache konstruktiv beherrscht. Bei
nächster Gelegenheit soll erg¨anzend vorgef¨uhrt werden,
dass auch der Einsatz solcher Begleitregelfl¨achen sinn-
voll sein kann, deren Erzeugenden im Allgemeinen keine
Flächennormalen sind.

Irgend zwei Lagen einer Kurve im Raum lassen sich
stets durch eine Schraubung ineinander ¨uberführen ([7]
S. 158). Diese fundamentale Eigenschaft der Schraubung
muss auch f¨ur zwei benachbarte Lagen der erzeugenden
Kurve k einer allgemeinen Bewegfl¨acheΦ gelten, wo-
raus folgt: Ist P ein Punkt der Eigenschattengrenze von
Φ, so kann immer eine Kreisschraubfl¨ache gefunden wer-
den, dieΦ in P oskuliert und deren erzeugender Kreis der
Krümmungskreis von k ist. Bei der Betrachtung der Me-
ridiankreisschraubfl¨ache wurde bereits skizziert, dass jede
Kreisschraubfl¨ache mit der Begleitregelfl¨achenmethodeer-
fasst wird. Konstruktiv ist das mit einigem Aufwand ver-
bunden. Es bleibt zu vergleichen, ob hier der Einsatz der
DUPINschen Indikatrix nicht zweckmäßiger ist.

Für Bewegflächen, insbesondere f¨ur die vorgeführten Spe-
zialfälle, ist dieBegleitregelflächenmethode auch zur Be-
stimmung vonIsophotentangenten verwendbar und kann
gelegentlich zu durchaus einfachen Konstruktionen Anlass
geben.
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