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Krivulja sredǐsta i krivulja fokusa u pramenu ko-
nika zadanom pomoću dviju dvostrukih točaka u
izotropnoj ravnini

SAŽETAK

Razmatraju se pramenovi konika zadani s pomoću dviju
dvostrukih točaka. Dokazuje se da se krivulja sredǐsta
raspada na dva pravca od kojih jedan prolazi dvostrukim
temeljnim točkama pramena, a drugi točkom u kojoj se si-
jeku zajedničke tangente svih konika pramena i polovǐstem
dužine koja spaja temeljne točke. Nadalje, dokazuje se da
se krivulja fokusa raspada na pravac i koniku. Taj pravac i
konika prolaze dvostrukim temeljnim točkama pramena, a
konika još i točkom u kojoj se sijeku zajedničke tangente
svih konika pramena.

Ključne riječi: izotropna ravnina, krivulja fokusa, krivulja
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The Curve of Centres and the Curve of all Isotro-
pic Focal Points in the Conic Section Pencil Given
by Two Double Points of an Isotropic Plane

ABSTRACT

Conic section pencils given by two double points are dis-
cussed. It is proved that the curve of centres decomposes
into two straight lines, one of which is passing through the
two double base points, while the other is passing through
the intersection of common tanget lines of all conics of
the pencil and through the centre of the straight segment
joining the base points. Furthermore, it is proved that the
curve of all isotropic focal points decomposes into a stra-
ight line and a conic. These straight line and conic are
passing through the double base points of pencil, and the
conic through the intersection of common tangent lines of
all conics of the pencil.
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1 Uvod

Pramen konika odreden je op´cenito sčetiri realne i razliˇcite
točkeA, B, C i D koje se nazivaju temeljnim toˇckama pra-
mena. Pramen konika tipa VI (Ščurić 1996) karakteriziran
je svojstvom da se temeljne toˇcke A i B podudaraju i da
se temeljne toˇckeC i D podudaraju. Kaˇzemo da je pramen
odreden s dvije dvostruke toˇcke. U tim točkama sve konike
pramena imaju zajedniˇcke tangente.

Grafički prikaz pramena konika moˇze se uˇcinkovito ostva-
riti primjenom računala i plotera. Matematiˇcka osnova ra-
zvijenog softvera za pramenove konika opisana je u pret-
hodnom radu (Lapaine 1997) i viˇse puta primijenjena (La-
paine i Lapaine 1998; Lapaine 2001).

Pri klasifikaciji pramenova konika mogu se primijeniti kri-
vulja središtam2 i krivulja fokusak f . Te su krivulje pri-

mjenjivane pri klasifikaciji pramenova konika tipa IV izo-
tropne ravnine (̌Sčurić-Čudovan i Sachs 1995, 1997) i pri
klasifikaciji pramenova konika tipa VI izotropne ravnine
(Ščurić 1996).

Pri odredivanju krivulje središta pramenova konika tipa
VI može se primijeniti op´ci pristup odredivanja krivulje
središta pramena konika bilo kojeg tipa na naˇcin opisan u
radu (Lapaine i Lapaine 1998). Drugi naˇcin odredivanja
krivulje središta za pramen konika tipa VI opisan je u
ovome radu. Koriste´ci svojstvo da se radi baˇs o pramenu
tipa VI, dokazuje se da se krivulja srediˇsta raspada na
dva pravca od kojih jedan prolazi temeljnim dvostrukim
točkama pramena, a drugi toˇckom u kojoj se sijeku za-
jedničke tangente svih konika pramena i poloviˇstem duˇzine
koja spaja temeljne toˇcke.
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U radu (Lapaine ǐSčurić 1994) pokazuje se da je izotropna
krivulja fokusak f pramena konika op´cenito krivulja trećeg
reda, te se izvode i diskutiraju jednadˇzbe takvih krivulja
u parametarskom obliku za 3 sluˇcaja koji obuhva´caju sve
one tipove tih krivulja koji se pojavljuju pri klasifikaciji
pramenova konika tipa IV. U ovome se radu dokazuje da
se za pramenove tipa VI krivulja fokusa raspada na pravac
i koniku. Taj pravac i konika prolaze temeljnim dvostru-
kim točkama pramena, a konika joˇs i točkom u kojoj se
sijeku zajedniˇcke tangente svih konika pramena.

2 Konike

Najopćenitija jednadˇzba drugog stupnja od dvije varijable
x i y može se napisati u obliku

F (x,y) = ax2 +2bxy+ cy2+2dx+2ey+ f = 0, (1)

gdje sua,b,c,d,e i f realni brojevi, i barem jedan od bro-
jeva a,b i c različit od nule. Skup nul-toˇcaka polinoma
F = F(x,y) zove se krivuljom 2. reda, konusnim presje-
kom, konikom ili čunjosječnicom.

Pretpostavimo da je bar jedan od brojevaa,b,c različit od
nule. Pomo´cu rotacije ravnine oko ishodiˇsta i translacije
ravnine mogu´ce je svaku koniku prikazati u standardnom
ili kanonskom obliku (vidi npr. Lapaine i Joviˇcić 1996).

3 Pramen konika

Neka su

F (x,y) = a1x2 +2b1xy+ c1y2 +2d1x+2e1y+ f1 = 0, (2)

G(x,y) = a2x2 +2b2xy+ c2y2 +2d2x+2e2y+ f2 = 0, (3)

jednadžbe dviju konika. Za proizvoljniµ∈R, sastavimo
polinom

H (x,y) = F (x,y)+ µG(x,y). (4)

PolinomH =H(x,y) je oblika

H (x,y) = ax2 +2bxy+ cy2+2dx+2ey+ f , (5)

gdje smo oznaˇcili

a = a1 + µa2, b = b1 + µb2, . . . , f = f1 + µ f2. (6)

Za svaki pojediniµ∈R, izraz

H (x,y) = F(x,y)+ µG(x,y) = 0 (7)

je jednadˇzba konike u smislu definicije iz prethod-
nog poglavlja, ako je barem jedan od brojevaa,
b i c različit od nule. Za zadane realne brojeve
a1,b1, . . . , f1,a2,b2, . . . , f2, i µ∈R skup svih konika obu-
hvaćenih jednadˇzbom (7) zove se pramenom konika. Ko-
nike pomoću kojih je pramen definiran i kojima odgova-
raju jednadˇzbeF (x,y)=0 i G(x,y)=0 zovu se osnovnim
konikama pramena.

4 Krivulja središta pramena konika

Neka je

H (x,y) = F (x,y)+ µG(x,y) = 0 (8)

jednadžba pramena konika, gdje su osnovne konike pra-
mena odredene jednadˇzbama

F (x,y) = a1x2 +2b1xy+ c1y2 +2d1x+2e1y+ f1 = 0, (9)

G(x,y) = a2x2+2b2xy+c2y2+2d2x+2e2y+ f2 = 0. (10)

Tada jeH =H(x,y) polinom oblika

H (x,y) = ax2 +2bxy+ cy2+2dx+2ey+ f , (11)

gdje smo oznaˇcili

a = a1 + µa2, b = b1 + µb2, . . . , f = f1 + µ f2. (12)

Reći ćemo da je skup nul-toˇcaka polinomaH = H(x,y)
centralno simetriˇcan u odnosu na toˇckuS(x S,yS), ako pos-
toji uredeni par realnih brojeva(xS,yS) takav da za svaki
uredeni par realnih brojeva(x,y) sa svojstvomH(x,y)=0
vrijedi

H (2xS − x, 2yS − y) = 0. (13)

Zahtjev (13) moˇze se napisati u obliku

H (x,y)+4(ax2
S +2bxSyS + cy2

S + dxS + eyS)

−4x(axS + byS + d)−4y(bxS + cyS + e) = 0.
(14)

Kako je po pretpostavciH(x,y)=0, to vidimo da mora biti

ax2
S +2bxSyS + cy2

S + dxS + eyS = 0 (15)

axS + byS + d = 0 (16)

bxS + cyS + e = 0. (17)

Nadalje,

ax2
S +2bxSyS + cy2

S + dxS + eyS

= (axS + byS + d)xS +(bxS + cyS + e)yS,
(18)

što znaˇci da je (15) posljedica relacija (16) i (17). Dakle,
koordinate toˇcke S moraju zadovoljavati sustav linearnih
jednadžbi

axS + byS + d = 0

bxS + cyS + e = 0.
(19)
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Za pojediničvrsti µ, rješenje tog sustava postoji ili ne pos-
toji, a ako postoji moˇze biti jedinstveno ili jednoparame-
tarsko. Ako za zadaniµ postoji uredeni par realnih brojeva
(xS,yS) koji je rješenje sustava (19), tada se toˇckaS(xS,yS)
zove centrom ili srediˇstem konikeH(x,y)=0. Ako postoji,
to središte može, ali ne mora biti jedinstveno.

Eliminiramo li parametarµ iz (19), dobijemo

(a1xS + b1yS + d1)(b2xS + c2yS + e2)

= (b1xS + c1yS + e1)(a2xS + b2yS + d2),
(20)

odnosno nakon sredivanja

aSx2
S +2bSxSyS + cSy2

S +2dSxS +2eSyS + fS = 0, (21)

gdje smo oznaˇcili

aS = a1b2−b1a2

2bS = a1c2− c1a2

cS = b1c2− c1b2

2dS = a1e2−b1d2 + d1b2− e1a2

2eS = b1e2− c1d2 + d1c2− e1b2

fS = d1e2− e1d2.

(22)

Na temelju zapisa (21) moˇzemo zakljuˇciti da je skup svih
središta pramena konika opet jedna konika, ako je bar je-
dan od koeficijenataaS,bS,cS različit od nule.

Skup svih srediˇsta proizvoljnog pramena konika ne moˇze
biti imaginarna konika (imaginarna elipsa ili par imaginar-
nih pravaca). Naime, ako srediˇste neke krivulje iz pramena
postoji, njegove koordinate su rjeˇsenje sustava linearnih
jednadžbi (19), dakle realni brojevi, jer su takvi svi ko-
eficijenti sustava (19).

5 Krivulja središta pramena konika tipa VI

Ako su zadane ˇcetiri točkePi(xi, yi), i=1,2,3,4 u ravnini,
od kojih ni koje tri nisu kolinearne, te ako je

gik = aikx+ biky+ cik = 0, i �= k, (23)

jednadžba pravcaPiPk, tada je jednadˇzbom

g12g34+ µg13g24 = 0 (24)

predočen pramen konika kojem su toˇcke Pi temeljne (tj.
sve konike pramena prolaze toˇckamaPi) (Cesarec 1957).

Neka su sada zadane dvije toˇckeA i C i neka jet1 bilo koji
pravac koji prolazi toˇckomA, ali ne sadrˇzi točkuC i neka
je t2 bilo koji pravac koji prolazi toˇckomC, a ne prolazi
točkomA. Označimo sg pravac kroz toˇckeA i C. Ako su

t1 = 0, t2 = 0 i g = 0 (25)

jednadžbe navedenih pravaca, tada je

g2 + µt1t2 = 0 (26)

jednadžba pramena konika kojem suA i C temeljne toˇcke,
at1 i t2 zajedničke tangente svih konika pramena. Pravact 1

zajednička je tangenta svih konika pramena jer sa svakom
konikom ima samo jednu zajedniˇcku točku. Ta zajedniˇcka
točkaA zove se dvostrukom temeljnom toˇckom pramena.
Pravact2 takoder je zajedniˇcka tangenta svih konika pra-
mena i točkaC dvostruka temeljna toˇcka pramena.

Neka su s pomo´cu homogenih koordinata zadane toˇcke

A = (x0A, x1A, x2A) i C = (x0C, x1C, x2C). (27)

Lako se moˇze vidjeti da se jednadˇzba pravcag koji prolazi
točkamaA i C može napisati u obliku

gxx+ gyy+ gz = 0, (28)

gdje smo oznaˇcili

gx =
 x2C x2A

x0C x0A

 , gy = −
 x1C x1A

x0C x0A

 ,

gz =
 x1C x1A

x2C x2A

 .

(29)

Pravact1 prolazi točkomA, a njegov smjer neka odreduje
jedna pomo´cna točkaT1 s homogenim koordinatama

T1 = (x0T1, x1T1, x2T1). (30)

Jednadˇzba pravcat1 koji prolazi točkamaA i T1 glasi tada

t1xx+ t1yy+ t1z = 0, (31)

gdje smo oznaˇcili

t1x =
 x2T1 x2A

x0T1 x0A

 , t1y = −
 x1T1 x1A

x0T1 x0A

 ,

t1z =
 x1T1 x1A

x2T1 x2A

 .

(32)

Pravact2 prolazi točkomC, a njegov smjer neka odreduje
jedna pomo´cna točkaT2 s homogenim koordinatama

T2 = (x0T2, x1T2, x2T2). (33)

Jednadˇzba pravcat2 koji prolazi točkamaC i T2 glasi tada

t2xx+ t2yy+ t2z = 0, (34)
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gdje smo oznaˇcili

t2x =
 x2T2 x2C

x0T2 x0C

 , t2y = −
 x1T2 x1C

x0T2 x0C

 ,

t2z =
 x1T2 x1C

x2T2 x2C

 .

(35)

S pomoću relacija (28)-(29) lako se moˇze izvesti da jeg 2

oblika

g2 = F(x, y)= a1x2+2b1xy+c1y2+2d1x+2e1y+ f1 (36)

uz oznake

a1 = g2
x b1 = gxgy c1 = g2

y
d1 = gxgz e1 = gygz f1 = g2

z .
(37)

Sasvim analognot1t2 je oblika

t1t2 = G(x, y)

= a2x2 +2b2xy+ c2y2 +2d2x+2e2y+ f2
(38)

uz oznake

a2 = t1xt2x b2 = 1
2(t1xt2y + t1yt2x)

c2 = t1yt2y d2 = 1
2(t1xt2z + t1zt2x)

e2 = 1
2(t1yt2z + t1zt2y) f2 = t1zt2z.

(39)

Ukoliko dvije pomoćne točkeT1 i T2 padnu zajedno, tada
ćemo sK = T1 = T2 označiti točku koja istrovremeno pri-
pada pravcimat1 i t2.

Uvrstimo li u jednadˇzbu (20) izraze (37) dobit ´cemo jed-
nadžbu krivulje središta u obliku

(gxxS + gyyS + gz)[(gxb2−gya2)xS

+(gxc2−gyb2)yS + gxe2−gyd2] = 0.
(40)

Odatle se odmah vidi da se krivulja srediˇsta raspala na pra-
vacg

gxx+ gyy+ gz = 0,

i pravac

(gxb2−gya2)x+(gxc2−gyb2)y+ gxe2−gyd2 = 0. (41)

Pokažimo sada da ovaj posljednji pravac mora prolaziti
točkom K. S obzirom da toˇcka K pripada pravcimat 1 i
t2 to njene koordinate zadovoljavaju (31) i (34). Nije teˇsko
vidjeti da odgovaraju´ce linearne kombinacije izraza (31) i
(34) daju

b2x+ c2y+ e2 = 0 i a2x+ b2y+ d2 = 0. (42)

Napišemo li (41) u obliku

gx(b2x+ c2y+ e2)−gy(a2x+ b2y+ d2) = 0, (43)

tada je jasno da toˇckaK zadovljava posljednju jednadˇzbu,
što drugim riječima znaˇci da točkaK pripada pravcu (41).

Na kraju ćemo još dokazati da pravac (41) prolazi
središtem duˇzineAC, tj. točkomP s koordinatama

P

(
1
2
(xA + xC),

1
2
(yA + yC)

)
. (44)

U tu svrhu dovoljno je uvrstiti koordinate toˇcke P (44) u
jednadžbu pravca (41). Medutim, kad se to napravi, ne
vidi se baš odmah da je jednadˇzba zadovoljena. No, ako
najprije izrazimo koeficijentea2,b2,c2,d2 i e2 prema (39)
te iskoristimočinjenice da toˇckaA leži na pravcut1 i točka
C na pravcut2:

t1xxA + t1yyA + t1z = 0,

t2xxC + t2yyC + t2z = 0,
(45)

dolazimo do izraza

(t1yt2x − t1xt2y)[gx(xA − xC)+ gy(yA − yC)] = 0 (46)

koji je identički jednak nuli zbog toga ˇsto točkeA i C pri-
padaju pravcug:

gxxA + gyyA + gz = 0,

gxxC + gyyC + gz = 0.
(47)

6 Krivulja fokusa pramena konika tipa VI

Neka je

H = g2 + µt1t2 = 0 (48)

jednadžba pramena konika tipa VI uz oznake iz prethod-
nog poglavlja. Izotropna krivulja fokusa pramena konika
geometrijsko je mjesto diraliˇsta svih tangenata na pojedine
krivulje pramena, uz uvjet da te tangente sadrˇze i zadanu
neizmjerno daleku apsolutnu toˇcku, odnosno da sve tan-
gente imaju jedan te isti smjer. Bez smanjenja op´cenitosti
možemo pretpostaviti da ta neizmjerno daleka apsolutna
točka ima homogene koordinate(0,0,1), tj. da se nalazi u
smjeru koordinatne osiy. Na taj je naˇcin izotropna krivulja
fokusa pramena konika odredena uvjetom

∂H
∂y

= 0. (49)

Na temelju relacija (48) i (49), a uzevˇsi u obzir (28), (31) i
(34) može se napisati jednadˇzba krivulje fokusa u obliku

g(2gyt1t2− t1ygt2− t2ygt1) = 0. (50)

Iz posljednje formule slijedi da se za pramenove tipa VI
krivulja fokusa raspada na pravacg i koniku. Lako se vidi
da pravacg i konika

2gyt1t2− t1ygt2− t2ygt1 = 0 (51)
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prolaze temeljnim dvostrukim toˇckama pramenaA i C, a
konika još i točkomK u kojoj se sijeku zajedniˇcke tangente
svih konika pramena.

Jednadˇzba konike (51) moˇze se transformirati u standardni
oblik

(gya2−gxb2)x2 +(gyb2−gxc2)xy+(2gyd2−gxe2

−gzb2)x+(gye2−gzc2)y+(gy f2−gze2) = 0,
(52)

kojim se možemo posluˇziti za njeno grafiˇcko prikazivanje.

7 Primjer

Na temelju formula izvednih u radu (Lapaine 2001) sas-
tavljen je potprogram za raˇcunalo koji polaze´ci od zadanih
homogenih koordinata toˇcakaA, C, T1 i T2 odreduje koefi-
cijente u jednadˇzbi pripadnog pramena konika. ToˇckeA i C
su dvostruke toˇcke, a toˇckeT1 i T2 pomoćne točke. Točke
A i T1 definiraju jednu, a toˇcke C i T2 drugu zajedniˇcku
tangentu svih konika pramena. Toˇcke T1 i T2 mogu pasti
zajedno i tada tu toˇcku oznaˇcavamo sK.

Nakonšto su izraˇcunani koeficijenti u jednadˇzbi pramena,
primjena odgovaraju´ceg softvera omogu´cuje grafičko pri-
kazivanje pramena (Lapaine 1997), te pripadne krivulje
središta i krivulje fokusa na temelju formula izvednih u
ovome radu.

Neka su zadane dvostruke temeljne toˇcke pramena konika
A(1,−1,0), C(1,5,0) i pomoćna točkaK(1,0,−1).

Račun daje

gx = 0, gy = −6, gz = 0,

jednadžba pravca g . . . y = 0,

t1x = 0, t1y = −1, t1z = −1,

jednadžba pravca t1 . . . y = −x−1,

t2x = −1, t2y = 5, t2z = 5,

jednadžba pravca t2 . . . y = 1
5x−1.

a1 = 0, b1 = 0, c1 = 36,

d1 = 0 e1 = 0 f1 = 0,

a2 = 1, b2 = −2, c2 = −5,

d2 = −2 e2 = −5 f2 = −5.

Jednadˇzba pramena:

y2 + µ(x2−4xy−5y2−4x−10y−5)= 0.

Krivulja središta:

m2 . . . y(x−2y−2) = 0.

Krivulja fokusa:

k f . . . y(x2−2xy−4x−5y−5)= 0.

Pramen konika, njegova krivulja srediˇsta (crveno) i krivu-
lja fokusa (zeleno) prikazani su na slici 1.

1

2

2

2

Slika 1. Pramen konika tipa VI
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pomoću računala. KoG 2, 43-47.

LAPAINE, M. (1999): Pramen konika zadan pomo´cu
jedne dvostruke i dviju jednostrukih realnih toˇcaka. KoG
4, 27-32.

LAPAINE, M. (2001): Pramen konika zadan pomo´cu dviju
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