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Krivulja sredista i krivulja fokusa u pramenu ko-
nika zadanom pomocu dviju dvostrukih tocaka u
izotropnoj ravnini

SAZETAK

Razmatraju se pramenovi konika zadani s pomocu dviju
dvostrukih to¢aka. Dokazuje se da se krivulja sredista
raspada na dva pravca od kojih jedan prolazi dvostrukim
temeljnim to¢kama pramena, a drugi to¢kom u kojoj se si-
jeku zajednicke tangente svih konika pramena i polovistem
duZine koja spaja temeljne tocke. Nadalje, dokazuje se da
se krivulja fokusa raspada na pravac i koniku. Taj pravac i
konika prolaze dvostrukim temeljnim to¢kama pramena, a
konika jo$ i tockom u kojoj se sijeku zajednitke tangente
svih konika pramena.

Kljuéne rijeti: izotropna ravnina, krivulja fokusa, krivulja
sredi$ta, pramen konika

1 Uvod

Pramen konika odaen je ogenito scetiri realne i razliite
tockeA, B, C i D koje se nazivaju temeljnim eédama pra-
mena. Pramen konika tipa VBfuri¢ 1996) karakteriziran
je svojstvom da se temeljnedke A i B podudaraju i da
se temeljne tokeC i D podudaraju. Kaémo da je pramen
odreden s dvije dvostruke tie. U tim tackama sve konike
pramena imaju zajedcké tangente.

Graficki prikaz pramena konika nze“se ginkovito ostva-
riti primjenom ra&unala i plotera. Matematka osnova ra-

The Curve of Centres and the Curve of all Isotro-
pic Focal Points in the Conic Section Pencil Given
by Two Double Points of an Isotropic Plane

ABSTRACT

Conic section pencils given by two double points are dis-
cussed. It is proved that the curve of centres decomposes
into two straight lines, one of which is passing through the
two double base points, while the other is passing through
the intersection of common tanget lines of all conics of
the pencil and through the centre of the straight segment
joining the base points. Furthermore, it is proved that the
curve of all isotropic focal points decomposes into a stra-
ight line and a conic. These straight line and conic are
passing through the double base points of pencil, and the
conic through the intersection of common tangent lines of
all conics of the pencil.
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mjenjivane pri klasifikaciji pramenova konika tipa IV izo-
tropne ravnine $&urié-Cudovan i Sachs 1995, 1997) i pri
klasifikaciji pramenova konika tipa VI izotropne ravnine
(S&uri¢ 1996).

Pri odradivanju krivulje sredsta pramenova konika tipa
VI moZe se primijeniti opi pristup odretivanja krivulje
sredsta pramena konika bilo kojeg tipa naciradpisan u
radu (Lapaine i Lapaine 1998). Drugicia odrativanja
krivulje sredsta za pramen konika tipa VI opisan je u
ovome radu. Korista svojstvo da se radi Isad pramenu

zvijenog softvera za pramenove konika opisana je u pret- tipa VI, dokazuje se da se krivulja sreth’ raspada na

hodnom radu (Lapaine 1997) isg puta primijenjena (La-
paine i Lapaine 1998; Lapaine 2001).

Pri klasifikaciji pramenova konika mogu se primijeniti kri-
vulja sredstam? i krivulja fokusaks. Te su krivulje pri-

dva pravca od kojih jedan prolazi temeljnim dvostrukim
toCkama pramena, a drugidkom u kojoj se sijeku za-
jednicke tangente svih konika pramena i pokiern dazine
koja spaja temeljne tike.
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U radu (Lapaine Béurié 1994) pokazuje se da je izotropna
krivulja fokusaks pramena konika agEnito krivulja treeg
reda, te se izvode i diskutiraju jedrdmt takvih krivulja

u parametarskom obliku za 3 shja koji obuhvaaju sve
one tipove tih krivulja koji se pojavljuju pri klasifikaciji
pramenova konika tipa IV. U ovome se radu dokazuje da
se za pramenove tipa VI krivulja fokusa raspada na pravac
i koniku. Taj pravac i konika prolaze temeljnim dvostru-
kim toCkama pramena, a konikagdtockom u kojoj se
sijeku zajedrike tangente svih konika pramena.

2 Konike

Najopcenitija jednadba drugog stupnja od dvije varijable
XiymoZe se napisati u obliku

F (x,y) = ax® + 2bxy + cy? + 2dx+ 2ey+ f = 0, (1)

gdje sua,b,c,d,ei f realni brojevi, i barem jedan od bro-
jevaa,bi c razliCit od nule. Skup nul-tcdka polinoma
F =F(x,y) zove se krivuljom 2. reda, konusnim presje-
kom, konikom ilicunjosjehicom.

Pretpostavimo da je bar jedan od brojeva, ¢ razlicit od
nule. Pomal rotacije ravnine oko ishoslid i translacije
ravnine mogué je svaku koniku prikazati u standardnom
ili kanonskom obliku (vidi npr. Lapaine i Josic 1996).

3 Pramen konika

Neka su
F (X,y) = a1x? + 2bgxy + C1y? + 2dix+ 2eyy + f1 = 0, (2)

G(x,y) = axx® + 2boxy + Coy? + 2dox+ 260y + f2 = 0, (3)

jednadbe dviju konika. Za proizvoljnp e R, sastavimo
polinom

H(xy) =F (xy) + HG(X,Y).
PolinomH =H(x,y) je oblika

(4)

H (x,y) = ax? + 2bxy + cy? 4 2dx + 2ey + f, (5)

gdje smo oznaili

a=a;+Mag, b=byi+uby, ..., f="Ff+uf. (6)

Za svaki pojedinpeR, izraz

H (X7 y) - F(X’ y) + HG(X’ y) =0 (7)

je jednadba konike u smislu definicije iz prethod-
nog poglavlja, ako je barem jedan od brojee

b i c razliCit od nule. Za zadane realne brojeve
a, by, ..., f1,a2,bp, ..., f2, i p€R skup svih konika obu-
hvacenih jednadbom (7) zove se pramenom konika. Ko-
nike pomau kojih je pramen definiran i kojima odgova-
raju jednadbeF (x,y)=0 i G(x,y)=0 zovu se oshovnim
konikama pramena.
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4 Krivuljasredista pramena konika
Neka je

H (X y) =F (Xy) +HG(x,y) =0 (8)

jednadba pramena konika, gdje su osnovne konike pra-

mena odrdene jednazbama

F (X,y) = a1x? + 2byxy + C1y? + 2d1x+ 2eyy + f1 = 0, (9)

G (x,y) = a2xX? + 2boxy + Coy? 4 20X+ 2epy+ f2 = 0. (10)
Tada jeH =H(x,y) polinom oblika

H (x,y) = ax? + 2bxy + cy? 4 2dx + 2ey + f, (11)
gdje smo oznaili
a=a;+Mag, b=byi+uby, ..., f="Ff+uf. (12)

Recdi €emo da je skup nul-t@ka polinomaH = H(x,y)
centralno simetodn u odnosu na kU S(xs, ys), ako pos-
toji uredeni par realnih brojevéxs,ys) takav da za svaki
uredeni par realnih brojevéx,y) sa svojstvonH(x,y) =0
vrijedi

H (2xs—X, 2ys—y) = 0. (13)
Zahtjev (13) maé se napisati u obliku
H (X,y) + 4(ax4 + 2bXsys+ cya-+ dXs+ eys) (14)

— 4x(axs+ bys+ d) — 4y(bxs+cys+e) = 0.

Kako je po pretpostavéi (x,y) =0, to vidimo da mora biti

ax3+ 2bxsys+ cy2+ dxs+eys=0 (15)
axs+bys+d=0 (16)
bxs+ cys+ e = 0. (17)
Nadalje,
axg+ 2bxsys+ cya+ dxs+ eys

(18)

= (aXs+ bys+d)xs+ (bxs+ cys+ e)ys,

Sto znai da je (15) posljedica relacija (16) i (17). Dakle,
koordinate take S moraju zadovoljavati sustav linearnih
jednadbi

axs+bys+d=0

(19)
bxs+cys+e=0.
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Za pojedinicvrsti, rjeSenje tog sustava postoji ili ne pos-
toji, a ako postoji meé biti jedinstveno ili jednoparame-
tarsko. Ako za zadami postoji ureteni par realnih brojeva
(xs,¥s) koji je rjeSenje sustava (19), tada sekaS(xs, ys)
zove centromiili sreditem konikeH (x,y) =0. Ako postoji,
to sredste mae, ali ne mora biti jedinstveno.

Eliminiramo li parametap iz (19), dobijemo

(a1xs+ brys+d1) (boxs+ Coys + €2)

(20)
= (bixs+C1ys+ 1) (axxs+ bays+d),

odnosno nakon sdivanja

asxé + 2bsxsys+ sy + 2dsxs + 2esys+ fs =0, (21)

gdje smo oznaili

as=aiby —ba;
2bs = a;¢c, — ciap
Cs = bicr — c1bo
2ds = a1€; — bydp + diby — &1a2
2es = 1€ — C1d2 +-d1C2 — erhy
fs=die; — e1dy.

(22)

Na temelju zapisa (21) zemo zakljeiti da je skup svih
sredsta pramena konika opet jedna konika, ako je bar je-
dan od koeficijenatas, bs, cs razlicit od nule.

Skup svih sredita proizvoljnog pramena konika ne r&o”
biti imaginarna konika (imaginarna elipsa ili par imaginar-
nih pravaca). Naime, ako sretit’'neke krivulje iz pramena
postoji, njegove koordinate su sefije sustava linearnih
jednadbi (19), dakle realni brojevi, jer su takvi svi ko-
eficijenti sustava (19).

5 Krivuljasredista pramena konikatipa VI

Ako su zadaneétiri tocke Pi(x;, yi), i=1,2,3,4 u ravnini,
od kojih ni koje tri nisu kolinearne, te ako je

Oik = akX+biky+cik =0, i#Kk, (23)
jednadba pravca®;F, tada je jednaziom
012034+ MG13024 = 0 (24)

predaen pramen konika kojem sudke P; temeljne (tj.
sve konike pramena prolazect@maP;) (Cesarec 1957).

Neka su sada zadane dvijeke’Ai Cineka jety bilo koji
pravac koji prolazi tokomA, ali ne sadzi'tockuC i neka
je t2 bilo koji pravac koji prolazi takomC, a ne prolazi
toCkomA. Ozna&imo sg pravac kroz tokeAi C. Ako su
t1=0, t2=0 i

g=0 (25)

jednadbe navedenih pravaca, tada je

% + piaty = 0 (26)
jednadba pramena konika kojem gui C temeljne take,

ats i t, zajedncke tangente svih konika pramena. Pravac
zajedncka je tangenta svih konika pramena jer sa svakom
konikom ima samo jednu zajeaii tacku. Ta zajedruka
toCka A zove se dvostrukom temeljnomcta@m pramena.
Pravact, takader je zajedruka tangenta svih konika pra-
mena i tekaC dvostruka temeljna tka pramena.

Neka su s pommi homogenih koordinata zadaneke™

A= (XOAv X1A, XZA) i C= (XOC; X1c, XZC)' (27)
Lako se mae vidjeti da se jednaba pravcay koji prolazi

toCkamaA i C moZe napisati u obliku

OxX+gyy+09:=0, (28)
gdje smo oznaili
Ox — Xoc  XoA 9 Xic  XiA
X Xoc Xoa |’ Y Xoc XoA |’

(29)
%= Xic Xia
= Xoc  Xoa ’

Pravad; prolazi tackomA, a njegov smjer neka odtaje
jedna pomoha ta@kaT; s homogenim koordinatama
T1 = (Xory, Xay, Xoy)- (30)

Jednadba pravcd; koji prolazi tackamaAi T; glasi tada

t]_xX‘i’ tlyy+ tlz == 07 (31)
gdje smo oznaili
XoT,  Xoa X1t X1A
tix = ! tyy = — 1
& Xor, Xoa |’ Ly Xor, Xoa |’
(32)
X X1A
t1, = 1 .
1z Xom  X2A ‘

Pravad; prolazi ta&komC, a njegov smjer neka odtaje
jedna pomoha ta@kaT, s homogenim koordinatama

T2 = (Xor,, X1y, X2T,)- (33)
Jednadba pravca, koji prolazi toackamaC i T glasi tada

toxX +1toyy +to; = 0, (34)
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gdje smo oznaili

toy — XoT, XoC toy — X1,  Xic
2X = ) 2y — — )
XOTZ Xoc XOT2 Xoc
(35)
| X1, Xic
2z =
XoT, XoC

S pomau relacija (28)-(29) lako se rae’izvesti da jeg?
oblika

02 =F (X, y) = a;x®+ 2byxy+ c1y? 4 2d1x+ 2ery+ f1 (36)

uz oznake
a1 =g by = GGy Q=g (37)
dy = 0x9; €1 = 0y0; fi =0z
Sasvim analognat; je oblika
t1to = G(X,
102 ) (x,y) (38)
= apX? 4 2boxy + Coy? + 20X+ 2e0y + f2
uz oznake
az = tixlox by = 1 (tlxtzy + t1yt2x)
Co = tyytoy dz = 5 (tixtoz +tadox)  (39)

& = 3 (tuytoy +tatay) fo = taztos.

Ukoliko dvije pomane taecke T1 i T, padnu zajedno, tada
temo sK =T, =T, ozn&iti toCku koja istrovremeno pri-
pada pravciméy i to.

Uvrstimo li u jednadbu (20) izraze (37) dobitemo jed-
nadZbu krivulje sredsta u obliku

(OxXs+ GyYs+ 0z)[(9xb2 — gyaz)xs

(40)
+ (xC2 — Gyb2)ys+ gxex — gydo] = 0.

Odatle se odmah vidi da se krivulja sre@itaspala na pra-
vacg

OxX+0gyy+9dz=0,
i pravac

(9xb2 — gyaz)x + (gxC2 — Qyb2)y + &2 — gy = 0. (41)
Pokaimo sada da ovaj posljednji pravac mora prolaziti
tockomK. S obzirom da toka K pripada pravcimd; i

t> to njene koordinate zadovoljavaju (31) i (34). Nijske”
vidjeti da odgovarajcé linearne kombinacije izraza (31) i
(34) daju

box+cy+e =0 i axx+hby+d,=0. (42)
Napisemo li (41) u obliku
Ox(b2X + Coy + €2) — gy(aX + by + d2) =0, (43)

52

tada je jasno da tika K zadovljava posljednju jednatu,
Sto drugim rijeima znai da tcckaK pripada pravcu (41).

Na kraju cemo j& dokazati da pravac (41) prolazi
sredstem duine AC, tj. tockomP s koordinatama

P (G050, 500 +30) ). (a4)
U tu svrhu dovoljno je uvrstiti koordinate ¢&é P (44) u
jednadbu pravca (41). Meutim, kad se to napravi, ne
vidi se b& odmah da je jednabtla zadovoljena. No, ako
najprije izrazimo koeficijentay, by, ¢z, dz i € prema (39)
te iskoristimocinjenice da tokaA leZi na pravctt; i tocka
C na pravcuy:

txXa +tayya +112 =0,

(45)
taxXc +1zyyc +12: =0,
dolazimo do izraza
(taytox — taxtay) [Ox(Xa — Xc) + Gy(Ya —¥c)] =0 (46)

koji je identicki jednak nuli zbog togatd tacke A i C pri-
padaju pravcy:

OxXa + OGyya+0z=0,

(47)
gc +9yYc +92=0.

6 Krivuljafokusa pramenakonikatipa VI

Neka je

H =g’ +ptat; =0 (48)

jednadba pramena konika tipa VI uz oznake iz prethod-
nog poglavlja. Izotropna krivulja fokusa pramena konika
geometrijsko je mjesto dirafa svih tangenata na pojedine
krivulje pramena, uz uvjet da te tangente gadrzadanu
neizmjerno daleku apsolutnudikd, odnosno da sve tan-
gente imaju jedan te isti smjer. Bez smanjenjaepfosti
moZemo pretpostaviti da ta neizmjerno daleka apsolutna
toCka ima homogene koordinaf@,0,1), tj. da se nalazi u
smjeru koordinatne ogi Na taj je nain izotropna krivulja
fokusa pramena konika odtena uvjetom

oH _
ay
Na temelju relacija (48) i (49), a uzeMi obzir (28), (31) i
(34) mcZe se napisati jednalia krivulje fokusa u obliku

g(2gytatz — taygts — toygts) = 0. (50)

Iz posljednje formule slijedi da se za pramenove tipa VI
krivulja fokusa raspada na pravgé koniku. Lako se vidi
da pravag i konika

2gytato — tyygto — toygts = 0

0. (49)

(51)
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prolaze temeljnim dvostrukim t&kama pramena i C, a
konika jos i tockomK u kojoj se sijeku zajednKe tangente
svih konika pramena.

Jednadba konike (51) meé se transformirati u standardni

oblik

(Gyaz — Oxb2)X® + (Gyb2 — GuCo)xy + (29,02 — Gu&2
— 0zb2)X+ (gy€2 — 9:C2)y + (gyf2 — 9z€2) = O,
kojim se ma@emo poslaiti za njeno grafiko prikazivanje.

(52)

7 Primjer

Na temelju formula izvednih u radu (Lapaine 2001) sas-

tavljen je potprogram za cahalo koji polazei od zadanih
homogenih koordinata takaA, C, Ty i T, odreduje koefi-
cijente u jednagli pripadnog pramena konika. dkeAi C

su dvostruke toKe, a teke T1 | T, pomcaine take. Tacke
A i T; definiraju jednu, a tcke C i T, drugu zajedriku
tangentu svih konika pramena. ¢k&T1 i T, mogu pasti
zajedno i tada tu tku ozngavamo K.

Nakonsto su izraunani koeficijenti u jednahi pramena,
primjena odgovarajtég softvera omoguije grafcko pri-

kazivanje pramena (Lapaine 1997), te pripadne krivulje
sredsta i krivulje fokusa na temelju formula izvednih u

ovome radu.

Neka su zadane dvostruke temeljnek® pramena konika
A(1,—-1,0),C(1,5,0) i pomcna teckaK (1,0, —1).

Racun daje

gX:Oa gy: 76, gZ:Oa

jednadba pravca g... y=0,
tix=0, ty=-1 ti;=-1,
jednadbapravca t;... y=-x—1
tox = —1, toy = 5 t3x=5
jednadbapravca tp... y=zx—1.
a; =0, b1 = 0, c1=236

dl =0 =0 f1 = O,

ap=1, by = -2, Cp=-b,
d=-2 e=-5 f,=-5

Jednadba pramena:

Y2+ U(x% — 4xy — 5y? — 4x— 10y — 5) = 0.
Krivulja sredsta:

... y(x—2y—2)=0.

Krivulja fokusa:

K ... y(x® —2xy — 4x— 5y —5)=0.

Pramen konika, njegova krivulja sreti’(crveno) i krivu-
lja fokusa (zeleno) prikazani su na slici 1.

Slika 1. Pramen konika tipa VI
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