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Die imaginaren Elemente bestimmter

Kegelschnitte

Krivulja 2. reda zadana imaginarnim elementima
SAZETAK

U radu je dana konstrukcija nekoliko realnih to¢aka jedne
konike iz pramena konika ako je pramen zadan dvostrukom
realnom i parom konjugirano imaginarnih to&aka ili parom
konjugirano imaginarnih diralista.

Kljuéne rijedi: imaginarne tocke, konika, perspektivna ko-
lineacija

In der Literatur kann man Konstruktionen mit imagiei
Elementen nur selten finden. Die folgenden Konstruktio-
nen gebten zu den Themen aus deBrdgeschoss der
Geometrieind befassen sich mit den imagneh Grund-
punkten eines Kegelschnittbchels.

Aufgabe 1.

Ein Kegelschnittb$chel ist durch zwei reell zusammenfal-
lende Punkté- = M und ein konjugiert imagiares Punk-
tepaarD; und D, an der Geradeq gegeben. Die Punkte
D1 undD; sind als Doppelpunkte einer zirlargn Involu-
tion mittels Laguerrischen Punkl ¢ q gegeben (Fig. 1).
Die Aufgabe ist ein Paar beliebig reeller Punkte eines Ke-
gelschnittes diesesuBthels zu konstruieren.

Losungsansatz

Alle Kegelschnitte des &schels besitzen im Punkt =

M die gemeinsame Tangenfe Mit F = M, D1 und D,
und einem weiteren Puni ist der Kegelschnitk dieses
Biischels eindeutig bestimmt. Dieses Kegelschogtiél
enthalt zwei entartete Kegelschnitte. Eines ist in die Gera-
denq und f, das andere in konjugiert - imagirés Gera-
denpaafFD; undFD; zerféllt.
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Figur 1.

Stellen wir unsP und p als einen Punkt und seine Polare
beziglich des Kegelschnittdsvor. Die Schnittpunkte ei-
ner den PunkP enthaltenden Gerademit k sind mitT,
und T, bezeichnet. Wegen des Polat#ibegriffes sind die-
se Punkte in Harmorat'mitP undP1, wobeiP; =tUpent-
spricht. Es gil{T; T,PP;) = —1. Diese Tatsache eoglicht
folgende Konstruktionen.
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Konstruktive bsung

Der Schnittpunkt der Tangente mit der Geradery sei

mit B bezeichnet. Da jedes Geradenpaar des involutori-
schen Geradenischels sehnkrecht zueinander steht, be-
kommt man entsprechend dem PuBlkden zugeordneten
PunktB; € (q). Damit wirdb = B1F die Polare des Punk-
tesB beziglichk.

Nun istU = NBNb. Die GeradeNB schneidet den Kegel-
schnittk in noch einem Punk®, wobei(BUNR) = —1 gilt.
Daraus bekommt man einen at&lichen reellen Puni®
des Kegelschnittes

Mittels derselben elliptischen Involution an der Geraden
kann man die Polara des Punkte®\ = FN N g bekom-
men, wobei mais mittels der Harmonit (FNAG) = —1
konstruiert.

Jetzt wird der Punkd= anbder Pol der Gerademnin Be-
zug aufk sein. Er ist der Schnittpunkt von allen Polaren der
Punkte von(q). Somit kann man mittel$B1SFP) = —1
den zweiten Schnittpunk der Geradeb mit k konstruie-
ren.

Mit diesen finf reellen Punktefr = M, N, R undP von
k haben wir die Mglichkeit, weitere Punkte dieses Kegel-
schnittes mittels Projektiat relativ leicht zu konstruieren

[1].

Aufgabe 2.

Es wird ein Kegelschnittbahirhischel mit konjugiert -
komplexen Grundpunkten betrachtet [2]. Die Aufgabe ist
ein Paar beliebig reeller Punkte eines Kegelschniktes
des Bischels zu konstruieren, wolleimit einem weiteren
PunktN bestimmt ist.

Losungsansatz

Sind je zwei der vier Grundpunkte eines Kegel-
schnitthischels zusammengefallen, déh= B undC = D,

es handelt sich um ein Banitischel. Alle Kegelschnitte
eines solchen &schels berfiren im vorliegenden Fall zwei
konjugiert - komplexe Geraden undgy in den an der Ge-
radenq liegenden konjugiert - komplexen Grundpunkten
A undC. Diese Punkte sind die Doppelpunkte der ellipti-
schen Involution der konjugierten Punktepaareugézh
jedes Kegelschnittes desiBchels [1]. Die Punkté& undC

in der Fig. 2. kann man als ihre reelle Ragentanten nen-
nen. Der ZentralpunkZ der Punktinvolutior(q) liegt im
Mittelpunkt der StreckéC.

Der eigentliche reelle Schnittpunder imagiraren Tan-
gentengi und gz ist der gemeinsame Pol der Geradgn
beziglich alle Kegelschnitte desuBchels. An der Gera-
denZzQ liegt somit ein Durchmesser jedes Kegelschnittes
des Bischels.
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Mit einem PunktN ist ein Kegelschnitk dieses Bischels
gegeben. Wir machten ein paar beliebige Punkte dieses
Kegelschnittes, besonders seine Schnittpunkte mit der Po-
lare z des Zentralpunkteg erreichen. Zu diesem Zweck
wird eine perspektive Kollineation gesucht, die den gege-
benen Kegelschnitt in einen Kreisk’ abbilden wird. Die
Geradeg soll diesen Kreis in derselben elliptischen Invo-
lution wie den Kegelschnitt schneiden, woraus schlief3t
man, dass| die Kollineationsachse ist. An der Geradén
wird deutlich ein Durchmesser des gesuchten Kreises lie-
gen (Fig.2).

Figur 2.

Konstruktive bsung

Man kann eine beliebige zu der Kollineationsachse paral-
lele Gerade w&lhlen, die den Kreis in zwei reelle und ver-
schiedene Punkte schneidet. Diese Gemdmll die Po-
lare des Zentralpunktes beziglich des gesuchten Krei-
sesk’ sein. Die Schnittpunkt®) und Q, der Gerader?

mit k' kann man als die Doppelpunkte der hyperbolischen
Involution an der Geraderi bezeichnen [1]. Die Verbin-
dungsgeradeAQ, undCQ, schneiden die Geradél in
einem Durchmesser des KreidésDieser Kreis steht da-
mit ortogonal zum Kreig. Die PunkteQ’ = ZNZL und

Q bilden ein zugeordnetes Paar bei der gesuchten perspek-
tiven Kollineation und damit wird ein Kollineationsstrahl
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bestimmt. Der Geradem= QN findet man entsprechend L iteratur

die zugeordnete Geradé = Q'N’, wobeiN’ am Kreisk’

liegt. Der KollineationsstraiNN’ schneideQQ' im Zen-  [1] Nite, V.,Uvod u sintettku geometrijuSkolska knjiga,
trum S der perspektiven Kollineation. Entsprechend be- Zagreb, 1956

kommt man die Schnittpunki®, und Q, der Geraderz

mit dem Kegelschnitk, wie auch alle anderen beliebigen [2] Szirovicza, V.,Beriihrbiischel von Kegelschnitten der
Punkte vork. isotropen Ebene mit konjugiert-komplexen Grund-
Unter der Voraussetzung des fixen Punktekangt diese punkten RAD HAZU 470 (1995), 13-34.

Konstruktion nicht von der Wahl der Geradgrab. Rir je-

de Gerade wird ein Kreisk’' bestimmt, der sich mittels
einer perspektiven Kollineation im selben Kegelschnitt des L.
Bischels abbilderakst. s S

Fur jede Wahl des Punktéé bei fixem Kreisk’ bekommt Uinnerticls Z2igies

man nach obiger Konstruktion das Zentrum einer anderen Fakultat fiir Bauwesen
Kollineation (S, q,Q, Q) und damit einen anderen Kegel-  e-mail: szvlasta®juraj.gradnz.grad.hr
schnitt des Barfirbischels.
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