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SAZETAK

Prikazan je algoritam za odredivanje koeficijenata u jed-
nadZbi pramena konika kad je pramen zadan s &etiri totke
od kojih su dvije dvostruke. Da bi se moglo raditi s ne-
izmjerno dalekim tockama uvedene su homogene koordi-
nate. Postupak je ilustriran s nekoliko primjera.

Klju¢ne rijeci: pramen konika, homogene koordinate,
raunalna grafika

1. Uvod

Pramen konika opéenito je odreden s Cetiri realne i razliite
togke A, B, C i D. Pramen konika tipa V1 (S€uri¢ 1996) ka-
rakteriziran je svojstvom da se temeljne tocke AiBte CiD
podudaraju. Tim dvostrukim tockama prolaze zajednicke
tangente svih konika pramena.

Graficki prikaz pramena konika moZe se ucinkovito os-
tvariti primjenom racunala i priklju€enog crtala. Mate-
matiCka osnova razvijenog softvera opisana je u radu (La-
paine 1997). U jednom prethodnom radu (Lapaine 1999)
opisan je algoritam za racunanje koeficijenata u jednadzbi
pramena konika tipa 1V, gdje je pramen zadan s tri tocke
(od kojih je jedna dvostruka) i zajednickom tangentom svih
konika pramena. Na analogan nacin, u ovome radu daje se
algoritam za racunanje koeficijenata u jednadZbi pramena
tipa VI, gdje je pramen zadan s dvije dvostruke tocke. Pos-
tupak se temelji na primjeni homogenih koordinata kako bi
se i neizmjerno daleke tocke ravnine mogle analitiCki obu-
hvatiti posve analogno kao i tocke u konac¢nosti.

Conic Section Pencil Given by two Double Points
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2. Pramen konika

Neka su
F (X,y) = a1x? + 2bixy+ c1y? + 2dix+ 2e1y+ f1 =0, (1)

G(x,y) = apX? + 2byxy 4 Coy? + 20px+ 2e2y + f, = 0, (2)

jednadZbe dviju konika. Za proizvoljni pe R sastavimo
izraz

HGY) = F (%Y) + HG(X,Y). ®)
Polinom H je oblika

H (x,y) = ax +2bxy + cy’ + 2dx+ 2ey + f, )
gdje smo oznacili
a=aj+pag,..., f="f+pf. (5)

Za svaki pojedini peR, izraz

H(xy) = F(Xy) +HG(x,y) =0 (6)
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je jednadzba konike ako je barem jedan od brojevaa, bic
razlicit od nule. Ako je a=b=c=0 tada se radi o speci-
jalnim, ali jednostavnim slu€ajevima (Lapaine 1997).

Za zadane realne brojeve ag, by, ..., f1,a2,bp,..., f2, i pE
R skup svih konika obuhvacenih jednadZzbom (6) naziva se
pramenom konika. Konike pomocu kojih je pramen defi-
niran i kojima odgovaraju jednadzbe

Fxy)=0 i G(xy)=0

nazivaju se osnovnim konikama pramena.

Za svaki Cvrsti peR jednadZzba (4) predstavlja jednu krivu-
lju iz pramena ili u specijalnom slu€aju prazan skup. Jedan
nacin odredivanja tipa konike s moguénos¢u grafi¢kog pri-
kazivanja pomocu racunala objaSnjen je u radu (Lapaine i
Jovi€i¢ 1996).

3. Pramen konika zadan pomocu
dviju dvostrukih toCaka

Ako su zadane Cetiri toCke Pi(x;, yi) i=1,2,3,4 u ravnini,
od kojih ni koje tri nisu kolinearne, te ako je

Ok = aiX+biky+cik =0, i#Kk, ()
jednadZba pravca PR, tada je jednadZbom

012034 + M013924 = 0 (8)

predocen pramen konika kojem su toke P, temeljne. Sve
konike pramena prolaze totkama B, (Cesarec 1957).

Slika 1. Pramen konika tipa VI

Neka su sada zadane dvije tocke Ai C i neka je t1 bilo koji
pravac koji prolazi tockom A, ali ne sadrZi tocku C i neka
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je t2 bilo koji pravac koji prolazi tockom C, a ne prolazi
tokom A. Oznacimo s g pravac kroz toCke A i C (vidi
sliku 1). Ako su

tp=0, tt=0 i g=0 9)

jednadZbe navedenih pravaca, tada je
o° + Hat, =0 (10)

jednadZba pramena konika kojem su A i C temeljne toCke,
aty ity zajedniCke tangente svih konika pramena. Zaista,
toCka A je temeljna tocka pramena jer leZi na pravcima g
i t1, a toka C je temeljna jer je sjeciSte pravaca g i t.
Za svaki zadani (1 jednadZzba (10) predstavlja jednu koniku
pramena. Za tocku (x,y) koja je zajednicka proizvoljnoj
konici pramena i pravcu t; (x,y) =0 mora biti

g(x,y) =0, (11)

§to vrijedi samo za tocku koja je istovremeno na pravcima
t; i g. Dakle, radi se o tocki A. Odatle zaklju€ujemo da je
pravac t; zajednicka tangenta svih konika pramena jer sa
svakom konikom ima samo jednu zajednic¢ku toCku. Ta za-
jednicka to€a A naziva se dvostrukom temeljnom toCkom
pramena.

Analogno se pokazuje da je pravac t; zajednicka tangenta
svih konika pramena i tocka C dvostruka temeljna tocka
pramena. MoZe se takoder reci i da je pramen zadan s Cetiri
toCke od kojih su dvije i dvije pale zajedno.

4. JednadZba pramena konika zadanog
pomocu dviju dvostrukih toCaka

Neka su s pomocu homogenih koordinata (vidi npr. Lapa-

ine 1999) zadane tocke
A= , X1A, X

(Xoa, X1, X2A) 12)
C = (Xoc; X1c, X2C)-

MoZe se vidjeti da se jednadZba pravca g koji prolazi
toCkama A i C moZe napisati u obliku

X+ 0yy+0,=0, (13)
gdje smo oznagili

O = Xoc XA
X Xoc Xoa |’
Xic X1A 7 (14)
Xoc  XoA

Xic XiA
X2c XA

Oy =—

0z=
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Pravac t; prolazi totkom A, a njegov smjer neka odreduje
jedna pomocna tocka T1 s homogenim koordinatama

Tl = (XOT]_a XlT]_a XZT]_)- (15)
JednadZba pravca t; koji prolazi tockama Ai T, glasi tada
tixX+tyyy +t12 =0, (16)

gdje smo oznagili

| X Xea

th - )
XoT;  X0A
X1, X1A

tyy =— ! ; 17)
XoT;  XoA
t), = X1t X1A
7=

X XA

Pravac t, prolazi totkom C, a njegov smjer neka odreduje
jedna pomoctna tocka T, s homogenim koordinatama

T2 = (Xoy, X1y, XoT)- (18)
JednadZba pravca t, koji prolazi to€ama C i T, glasi tada
toxX+ 1oy + 122 =10, (19)

gdje smo oznacili

| X1, Xac
t2X - )
XoT, Xoc
X1, Xic
ty=—| " : (20)
XoT, Xoc
ty, = X1,  Xic
;=
XoT,  XoC

U 3. smo poglavlju ustanovili da je
0° -+t =0

jednadZzba pramena konika kojem su A i C dvostruke te-
meljne tocke. S pomocu relacija (12)-(20) moZe se izvesti
daje g? oblika

o =F(xy) =

= a;xX% 4 2byxy 4 c1y? + 2dix+ 2e1y + f (@)
uz oznake

=g bi=0ay

a=g;, =00 (22)
€ = 0y0; f1 = gg-
Analogno tit; je oblika

tit, = G(x,y) = 23)

= apX’ + 2bpxy + CoY* + 200X+ 2e2y + T2

uz oznake
1
ap = tyylox by, = E(tlxt2y+tlyt2x)
1
C2 =1gyloy dy = > (tlxt22 + tlthX) (24)

1
€ = > (tlyt22 +tlzt2y) fo = tytos.
Pomotu izvedenih formula moZemo sastaviti program za
raunalo koji na temelju zadanih toGaka A, C, T1 i T
odreduje koeficijente u jednadZbi pramena

F(X%Y) +HG(x,y) =
= ayX® 4 2byxy + c1y? + 2 x+ 2e1y + f1+
+ H(@xX 4 2bpxy + Coy? + 2dax + 26y + f2) = 0.

5. Primjeri

Prethodna razmatranja izvedena su 1994. radi izrade
crteZa za rad “Klassifikationstheorie der Kegelschnittbi-
schel vom Typ VI der Isotropen Ebene”, V. Séuric koji je
objavljen 1996.

Za proucavanje geometrije izotropne ravnine moZe se npr.
uzeti monografija H. Sachsa (1987). Buduc¢i da racunala
sama po sebi joS ne poznaju geometriju izotropne ravnine,
trebalo je pojedine jednadZzbe "prevesti” na jezik geome-
trije euklidske ravnine. U tu je svrhu, na temelju u ovome
radu prikazanih formula, bio sastavljen odgovarajuti pot-
program za racunalo u Basicu, koji polazeti od zadanih
homogenih koordinata to€aka A, C, Ty i T, odreduje koefi-
cijente u jednadzbi pripadnog pramena konika. Postupak
se temelji na primjeni homogenih koordinata kako bi se i
neizmjerno daleke tocke ravnine mogle analiticki obuhva-
titi analogno kao i one u konagnosti. Tocke A i C su dvos-
truke toCke, a tocke Ty i T, pomocne tocke. Tocke A i Ty
definiraju jednu, a toCke C i T, drugu zajednicku tangentu
svih konika pramena.

Ukoliko dvije pomotne tocke Ty i T, padnu zajedno, tada
se radi o tocki K =T; =T, koja istovremeno pripada prav-
cimatyity.

Nakon Sto su izraCunani koeficijenti u jednadZbi pramena,
primjena odgovarajuceg programa omogucila je graficko
prikazivanje pramena (Lapaine 1997). Postupak se odvija
na taj na€in da se najprije za pojedinu krivulju pramena
izraGunaju koordinate niza uzastopnih to¢aka. Pritom se
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gustota to€aka uzduZ pojedine krivulje i gustota krivulja
u pramenu mogu interaktivno regulirati. Gustota tocaka
uzduZ pojedine krivulje bira se tako da se pri iscrtavanju
ne primijeti izlomljenost linije, ali da se istovremeno pre-
velikom gustotom ne preoptereCuje memorija i vrijeme
izvodenja. Gustoca krivulja u pramenu odreduje se oda-
birom koraka parametra na taj naCin da na slici ne bude
previde linija i time slika necitljiva i na djelovima precrna,
ali da se istovremeno prikaZu sve karakteristi€ne krivulje
pramena.

Nakon §to smo zadovoljni s prikazom na ekranu monitora,
slika se sprema u .DXF zapisu kako bismo je mogli ucitati
u AutoCAD i dalje uredivati. Tu se prvenstveno misli na
opis slike, eventualno brisanje suvisnih elemenata te zada-
vanje boje, odnosno debljine onih linija koje na slici Zelimo
posebno istaknuti.

Primjeri koji slijede oznaceni su u skladu s radom (é(“:urié
1996).

Primjer 1. PramentipaVli,

Zadane su tocke u homogenim koordinatama A(1,0,0),
C(1,2,3) i pomocna tocka K(1,5,0). JednadZba pramena

je:
9x* — 12xy+4y* + U(xy+y* —5y) =0

Slika 2. PramentipaVli,

Primjer 2. PramentipaVly 1a

Zadane dvostruke tocke u homogenim koordinatama
A(1,0,0),C(1,4,6) i pomotnatotka K(1,2,0). Jednadzba
pramena je:

9x% — 12xy + 4y* + u(3xy —y> —6y) =0
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Slika 3. PramentipaVly 14

Primjer 3. PramentipaVlc
Zadane dvostruke tocke u homogenim koordinatama:

A(1,0,0), C(1,4,8) i pomotna totka K(0,1,0). JednadZba
pramena je:

BC —axy+ Y+ (Y —8y) = 0

Slika 4. Pramentipa V¢

Primjer 4. Pramentipa Vi,

Zadane dvostruke tocke u homogenim koordinatama:
A(1,0,0), C(1,4,0) i pomotna tocka K(1,0,—4). Jed-
nadZba pramena je:

16y% 4 u(—4x% 4 4xy +16x) =0
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Slika 5. PramentipaVlz,

Primjer 5. PramentipaVlsg

Zadane dvostruke tofke u homogenim koordinatama:
A(1,0,0),C(1,0,6) i pomotnatotka K(1,6,0). Jednadzba
pramena je:

X+ H(xy+y* — 6y) =0

ty

Slika 6. Pramen tipaVlsg

Primjer 6. PramentipaVla

Zadane dvostruke tofke u homogenim koordinatama:
A(0,1,0),C(1,0,0) i pomocnatotka K(1,6,0). Jednadzba
pramena je:

Y — 12y + 36+ u(xy+y* — 6y) =0

Slika 7. PramentipaVl,4

Primjer 7. PramentipaVls

Zadane dvostruke tofke u homogenim koordinatama:
A(0,1,0),C(1,0,3) i pomoctnatotka K(1,0,0). Jednadzba
pramena je:

y> —6y+9+xy=0

.

Slika 8. Pramen tipa Vs

Primjer 8. PramentipaVli3

Zadane dvostruke totke u homogenim koordinatama:
A(0,1,1),C(1,0,0) i pomocna totka K(0,1,0). Jednadzba
pramena je:

X —2xy+y +uy=0
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Slika 9. PramentipaVli3
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