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Eine Anwendung

ANA SLIEPCEVIC

der perspektive Kollineation

Jedna primjena perspektivne kolineacije
SAZETAK

Cilj je ovog rada da, podsjeanjem na neke stare geome-
trijske konstrukcije izvedene pomocu perpektivne kolinea-
cije i afiniteta, ponovno aktualizira crtez u geometriji, &ija
je izrada danas olak$ana upotrebom radunala. Zadaci se
rjeSavaju metodom perspektivno kolinearno pridruzenih fi-
gura, tj. svaki se problem u vezi s konikom perspektivnom
kolineacijom preslika u elementarno rjesiv zadatak u vezi
s kruZnicom, 8to rezultira geometrijski to&nim rjeSenjem
pocetnog problema.

Klju€ne rijeci: konika, perspektivna kolineacija, perspek-
tivna afinost

Die im folgenden initiirte Reihen unternimmt den Ver-
such, einige Themen aus dem ”Erdgeschol? der Geome-
trie” wiederzubeleben. Es sind alte, bekannte Sachverhal-
te, die noch immer gefallen finden konnen. Sie sollten
aber vorallem die Leserschaft des KoG anregen und er-
muntern "ihre Lieblingsjuwelen” aus dem ErdgeschoR3 der
Geometrie im KoG vorzustellen. Vieleicht hat jemand in
der Tischlade eine besondere elegante Konstruktion oder
wei von einer modernen Anwendung alten konstruktiven
Materials? Wenn jemand dieser Einladung nachkommtund
so eine Reihe von Verdffentlichungen initiiert wird, die
zu einer Sammlung interessanten konstruktiven Materials
fuhrt, dann ist das Ziel der Autorin erreicht.

Die folgenden, mit konstruktiv einfachen und bekann-
ten Mitteln l6sbaren Aufgaben betreffen Kegelschnitte, al-
so eine in der Technik sehr hdufig angewendete Kurven-
klasse. Diese Kurven sind bekanntlich dadurch ausgesu-
chend, daf sie sdmtlich untereinander kollinear sind. Sie
kdnnen also durch eine lineare Bijektion, die sogenannte
Kollineation oder im Spezialfall eine Affinitat ineinander
libergefuihrt werden. Insbesondere a6t sich jeder Kegel-

One Application of Perspective Collineation
ABSTRACT

The aim of this paper is to remind us of some previous
geometrical constructions derived by the means of a per-
spective collineation and an affinity. It should refresh the
drawing in geometry. Nowdays it is much easier by using
the computer. The tasks are solved with the method of
the collinear corresponded figures. Each problem connec-
ted with a conic by using the method of a perspective col-
lineation can be transformed into the elementary problem
connected with a circle. It results with the geometricaly
correct solution of the initial problem.
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schnitt der Anschauungsebene als kollineares Bild eines
(euklidischen) Kreises auffassen, wobei die Kollineation,
bzw. Affinitét, speziell durch eine perspektive Kollineation
(bzw. perspektive Affinitét) realisiert werden kann.

Der Schauplatz fir die konstruktive (und zweckméRige
analytische) Behandlung der Kegelschnitte ist dem-
gemal die projektiv abgeschlossene Anschauungsebene
P, wie sie vom Umgang mit der Zentralprojektion (Per-
spektive) vertraut ist. Fir Ellipsen reicht hingegen schon
die Anschauungsebene als Schauplatz der Behandlung aus.
Im CAGD kommt unter anderen die Aufgabe vor, durch
eine Anzahl von Stiitzstellen, also Punkten in 1, eine
moglichst glatte Kurve mdglichst niedriger Ordnung hin-
durchzulegen. Durch funf solche Punkte allgemeiner La-
ge ist eine solche glatte Kurve ein eindeutig bestimm-
ter Kegelschnitt. Durch technisch-physikalischen Erforder-
nisse kann dabei die Frage nach den Stellen extremaler
Kriimmung, also den Scheiteln dieser “Splein-Kurve”, mo-
tiviert sein.

Im folgenden werden einige solchen Aufgabe konstruk-
tiv dadurch geldst, da die Angabepunkte (bzw. Anga-
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betangenten) des Kegelschnittes mittels einer geeigneten
perspektiven Kollineation in Punkte (bzw. Tangenten) ei-
nes Kreises transformiert werden. Diese Methode setzt
nur die Kenntnisse der Perspektivdarstellung eines Krei-
ses, also elementar geometrische Uberlegungen - even-
tuell rdumlich intepretierbar - voraus. Andere Methoden
zur Lésung solcher Aufgaben setzen Kenntnisse der Pro-
jektiven Geometrie voraus, die dem Konstrukter unter
Umsténden nicht zur Verfiigung stehen. Vom Standpunkt
“geometrischen Abbildungsmethoden” (siehe [2]) werden
im folgenden vorgefiihrten Aufgaben mittels der Methode
kollinearer bzw. affiner Hilfsfiguren geldst und elementar-
geometrisch interpretiert.

Aufgabe 1.

Man bestimme die Schnittpunkte einer Geraden p mit je-
nem Kegelschnitt ¢, der durch finf allgemein liegenden
Punkte A, B, C, D, E hindurch geht.

Losungsansatz:

Unter allen mdglichen Kollineationen, die ¢ in einen Kreis
¢’ tberfiihren, wahlen wir eine perspektive Kollineation K,
die z. B. A, B, C, D in ein Rechteck A’'B'C’'D’ iiberfiihren
soll. Der fiinfte Punkt E mu dabei in einen Kreispunkt E’
tibergehen, sodaR E’, verbunden mit gegentiberliegenden
Rechteckspunkten B’, D’ zwei orthogonale Geraden liefert
(Thales).

Konstruktive Lésung:

ABNCD = Fy, BCN DA = F,. Diese beiden Punkte
mussen unter K in Fernpunkte Fj;, F;, orthogonaler Rich-
tungen ibergehen, also die Veschwindungsgerade i der
gesuchten perspektiven Kollineation k aufspannen. Die
Geraden EB und ED schneiden i in Gyj, und Gy, die
zu einem weiteren Paar von Fernpunkten orthogonaleler
Richtungen gehdren. Aus dem gesuchten Kollineations-
zentrum S missen sich also Fi; und F, sowie Gg;, und
Gai, durch orthogonale Geradenpaare projizieren, weshalb
S der Schnittpunkt der beiden Thales-Kreise tber (Fqi, Fz)
bzw. (G1i,Gy) sein muB.

Nun kann noch die Kollineationsachse o beliebig parallel
zu i(o # i) gewdahlt worden. In Figur 1. ist o durch A gelegt
worden, was A = A’ zur Folge hat.

Als Egrebnis miissen A’, B, C’, D’ ein Rechteck bilden,
also einen Umkreis ¢’ besitzen der auch E’ enthalt.

Mittels der Umkehrung k=1 der Kollineation k kann nun
jeder weitere Punkt X’ von ¢’ auf einen Punkt X von ¢
libertragen werden. Inshesondere kann man so die Schnitt-
punkte P; und P, der Geraden p mit dem Kegelschnitt ¢ als
Uhrbilder der Schnittpunkte von p’ mit ¢’ bestimmen.
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Figur 1.

Aufgabe 2.

Bestimmung der konjugierten Durchmesser des Kegel-
schnittes ¢ aus Aufgabe 1.

Loésungsansatz:

Zwei Durchmesser eines Kegelschnittes heien konjugiert,
wenn die Tangenten in den Endpunkten des einen parallel
zum anderen sind.

Die Bilder der Fernpunkte dieser Durchmesser gehoren der
Fluchtgeraden n’ von K an. Je nach der Lage von n’ zu ¢’
(Passante oder Tangente oder Sehne), ist ¢ eine Hyperbel,
Parabel oder Ellipse. Fiir die Fluchtgerade n’ ergibt die
konstruktive Vervollstandigung von Kk die Gleichheit der
(orientierten) Abstdnde d (i, S) und d(o,n). (Die elementar-
geometrischen Ldsungsstrategien fir die Bestimmung et-
wa der Achsen von ¢ sind vom Kegelschnitt-Typs abhéngig
und werden in den nachsten Aufgaben vorgefiihrt.)

Konstruktive Lésung:

Der Schnittpunkt R’ der Fluchtgerade n’ mit dem zur o or-
thogonalen Kreisdurchmesser r’ ist jedenfalls dem Fern-
punkt eines Kegelschnittsdurchmesser r zugeordnet. Dabei
geht r durch den Schnittpunkt r' no und ist parallel zum
Kollineationstrahl SR’. Existieren durch den Punkt R" zwei
reelle Kreistangenten, also c eine Ellipse, so sind diese den
zum Durchmesser r parallelen Ellipsentangenten zugeord-
net, und die Verbindungsgerade g’ ihrer Beriihrungspunkte
M’, N’ ist deshalb dem zur Durchmesser r konjugierten
Durchmesser zugeordnet. Der Schnittpunkt r'ng’ = O
entspricht dem Mittelpunkt O des Kegelschnittes.
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Unter Beniitzung der der Projektiven Geometrie zu-
gehorigen Begriffswelt “Polarsystem”, “Spurinvolution”,
“Paare konjugierter Punkte” etc. wiirde eine einheitliche
Formulierung der typenabhéngigen Konstruktion méglich
sein: Paaren konjugierter Durchmesser von ¢ entsprechen
dabei durch O’ gehende Sehnenpaare von ¢, deren Schnitt-
punkte mit n’ in der Spurinvolution von ¢’ in n gekoppelt
sind. Damit ist jedes Paar konjugierter Durchmesser, ins-
besondere die Achsen, bestimmbar. In den Aufgaben 3,
4, 5 ist Achsenkonstruktion aber weitergehend elementar
geldst.

Figur 2.

Aufgabe 3.

Eine Ellipse ¢’ sei durch konjugierte Durchmesser M’N’
und P'Q’ gegeben. Konstruiere eine perspektive Kolllinea-
tion k und einen Kreis ¢ so dal es gilt k(c) =c'.

Losungsansatz

Es bestehen unendlich viele Méglichkeiten, um eine sol-
che perspektive Kollineation und den zugehérigen Kreis ¢
zu bestimmen. Bekanntlich bildet sich nur ein Kreisdurch-
messer r unter K in einen Ellipsendurchmesser r’ ab. Die
Tangenten in den Endpunkten solcher zugeodneter Durch-
messer missen dabei zur Kollineationachse o parallel sein.

Sei ' = P'Q' nicht der zu o parallele Ellipsendurchmesser;
dann steht r senkrecht zum dazu konjugierten Durchmes-
ser M'N’” und nach willkarlicher Wahl von o gilt rnr’ € o.

Es gibt ein tangentiale gleichschenkelige Kreistrapez das
sich unter K in ein tangentiales Ellipsenparallelogramm ab-
bildet.

Das der Ellipse ¢’ eingeschriebene Dreieck N'P'Q’ muss
dabei Kollineationsbild eines dem Kreis c eingeschriebe-
nen rechtwinkligen Dreiecks NPQ sein.

Konstruktive Ldsung

Die Kaollineationachse o und die Verschwindungsgerade i
wahlt man beliebig zum Durchmesser M’N’ parallel. Der
Kreisdurchmesser r geht dann durch onr’ und steht zur o
senkrecht.

Der Punkt I = inr muR in den Fernpumkt I’ der Geraden
r' iibergehen sodal ein Kollineationstrahl z parallel zu r’
durch | festgelegt ist. Die Urbilder m, n der Ellipsentan-
genten m’, n’ schneiden diese auf o und gehen den Punkt
I durch. Der Kreis ¢ ist mit den Tangenten m und n und
Beriihrungspunkt N bestimmt.

Die Schnittpunkte oNN’P" und oNN’Q’ sind die Endpunk-
te des Thaleskreis-Durchmessers, der auf der Kreistangen-
te n den Berlihrungspunkt N ausschneidet. Das Urbild des
Ellipsendurchmessers M’N’ ist die zur o parallele Kreis-
sehne MN, und der Punkt O = MN N ist das Urbild des
Ellipsenzentrum = O'.

Der Schnittpunkt der Strahlen z und OO’ ist das Kollinea-
tionszentrum S.

Figur 3.

Aufgabe 4.

Die Bestimmung der Achsen der durch konjugierten
Durchmesser MN, PQ gegebene Ellipsse mittels perspek-
tiven Affinitat.
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Ldsungsansatz:

Ist der Kreis in den vorgegangenen Aufgaben so beschaf-
fen, dal sein Durchmesser gleich jenem Ellipsendurch-
messer ist, welcher zur Kollineationachse o parallel ist, so
werden die Kurven ¢ und ¢’ in perspektiv affinen Verwand-
schaft gekoppelt sein. Die Achsen von ¢ stammen dann,
wie alle Paare konjugierter Durchmesser, von rechtwinke-
ligen Kreisdurchmessern und schneiden diese natiirlich auf
der Kollineationsachse. Wahlt man die Kollineationsachse
nicht durch O, so kann fiir die Bestimmung der einander
entsprechenden rechten Winkel in O und O’ ein geeigneter
Thaleskreis herangezogen werden.

Konstruktive Lésung:

Insbesondere kann im Sinne des Ldsungsansatzes die
(zum einen Ellipsendurchmesser parallele) Affinitatachse
mit der Ellipsentangente in einem Punkt des anderen
Durchmessers (etwa in Q) zusammenfallend gewahlt wer-
den. Der Kreisdurchmesser ist dem Ellipsendurchmesser
d(MN) gleich. Die Verbindungsgerade OO’ der Mittel-
punkte ist der Affinitatstrahl. Der durch die Punkte O und
O' gehenden Thaleskreis, dessen Mittelpunkt an der Achse
o liegt, schneidet o in Punkten der gesuchten Ellipsenach-
sen.
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Figur 4.

Aufgabe 5.

Eine perspektive Kollineation k ist mit dem Zentrum S, der
Achse o und Verschwindungsgerade i gegeben. Man soll
die Parabel als kollineares Bild eines i beriihrendes Kreises
¢ konstruieren und deren Achse und Scheitelpunkt bestim-
men.

Losungsansatz:

Der Berlihrungspunkt P des Kreises mit der Verschwin-
dungsgerade i bildet sich in den Fernpunkt der Parabel ab.
Somit ist die Parabelachse parallel zu dem Strahl SP. Der
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zu SP orthogonale Strahl durch S legt den Fernpunkt der
Scheiteltangente der Parabel fest. Mittels der Kollineation
K wird dieser Fernpunkt in den Punkt N von i tibergefiihrt,
wobei die aus N an ¢ legbare Resttangente dann das Urbild
der Scheiteltangente ist.

Konstruktive Lésung:

Der Beriihrungspunkt T der aus dem Punkt N legbaren,
von i verschiedenen Kreistangente t geht in den Scheitel-
punkt T’ der Parabel (iber. Die Parabelachse geht durch
diesen Punkt und ist zu SP parallel. Fiir die Feststelung des
Brennpunktes der Parabel kann die elementare Parabelei-
genschaft, dass namlich der LotfuBpunkt aus dem Brenn-
punkt auf jede Parabeltangente in ihren Schnittpunkt mit
der Scheiteltangente fahit.

Figur 5.

Aufgabe 6.

Eine perspektive Kollineation K ist durch ihr Zentrum S,
der Achse o und Verschwindungsgerade i gegeben. Man
soll eine Hyperbel als kollineares Bild eines i schneiden-
den Kreises ¢ konstruieren und die Achsen und Scheitel-
punkte der Bildhyperbel bestimmen.

Losungsansatz:

Die Schnittpunkte A1, A2 des Kreises ¢ mit Verschwin-
dungsgerade i bilden sich in die Fernpunkte der Hyperbel
ab und die in diesen Punkten existierenden Kreistangenten
ai,ay in die Hyperbelasympthoten. Die Achsen der Hyper-
bel fallen dann in die Winkelsymetralen dieser Asymptho-
ten.

Konstruktive Lésung:

Der Schnittpunkt O der Kreistangenten aj, und ay bildet
sich in den Mittelpunkt O der Hyperbel ab und ist ein Au-
Benpunkt von c. Der Punkt O’ kann als Schnittpunkt der
Asympthoten a] = K(a1) und a5, = k(az) bestimmt wer-
den. Die Hyperbel-Hauptachse s’ ist jene Symmetrale des
Asympthotenwinkels, der von einer Sehnes von ¢ stammt.
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Die Schnittpunkte A, B der Gerade s = k~1(s') mit dem
Kreis c bilden sich in Scheitelpunkte der Hyperbel ab.

Figur 6.

Aufgabe 7.

Ein Kegelschnitt k sei durch fiinf Tangenten a, b, c, d, e ge-
geben. Bestimme eine perspektive Kollineation K, dadurch
bestimmten Kegelschnitt in einen Kreis k' tiberfiihrt.

Losungsansatz:

Unter allen mdglichen Kollineationen, die k in einen
Kreis k' Uberfiihren, wahlen wir eine solche perspekti-
ve Kollineation K, die das Tangetenvierseit abcd in einen
Kreistangenten-Rhombus Uberfiihren soll. Die fiinfte Tan-
gente e mull dabei in eine Kreistangente e’ ibergehen, so-
daR ¢’ mit gegeniiberliegenden Rhombusseiten a’ und ¢’
einen neuen Rhombus bestimmt.

Konstruktive Lésung:

Die Geradenpaare a,c und b,d missen in parallelen Gera-
den bergehen, sodaB die Punkte anc = F3; und bnd =
F,; die Veschwindungsgerade i der gesuchten perspektiven
Kollineation k aufspannen. Der Schnittpunkt O der Dia-
gonalen m1 und my der tangentialen Vierseiten abcd geht
in den Kreismittelpunkt O’ {iber. Die Geraden m; und m;
schneiden i in Punkten M1 und My, die zu einem Paar von
Fernpunkten orthogonaleler Richtungen gehéren, wie auch

die Schnittpunkte Ny und N2 der Diagonalen der zwei-
ten tangentialen Vierseits. Das Kollineationszentrum S be-
stimmt man als der Schnittpunkt der Thales-Kreise k1 und
ko Uber (M1,M32) bzw. (N1,N2), da sich diese Paare aus
S rechtwinkelig projizieren missen. Die Kollineationachse
wahlt man beliebig zu i parallel.

S

Figur 7.
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