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IZVORNI ZNASTVENI ÈLANAK

Analizirane su jednad�be jednostavnoga i obiènoga kriginga kako bi se uoèila razlika u izraèunu procjene u

toèki, te zorno prikazalo na koji naèin se Lagrangeov multiplikator iskazuje kao velièina u tehnici obiènoga

kriginga koja minimizira varijancu procjene. Detaljnom analizom matrica i linearnih jednad�bi, koje se inaèe

automatski izraèunavaju u pozadini raèunalnih programa za kartiranje, prikazana je va�nost geomatematike

u jednoj od temeljnih geoloških djelatnosti – kartiranju. Nadalje, izvoðenjem niza jednad�bi kroz èlanak

pru�a se na in�enjerski naèin razumijevanje algoritama jednostavnoga i obiènoga kriginga, koje su danas

dvije najèešæe korištene geostatistièke tehnike (uz indikatorski kriging kao treæe). U zakljuèku su predlo�eni

postupci kojima se mo�e odrediti najprimjerenija vrijednost Lagrangeovog multiplikatora za bilo koju

jednad�bu obiènoga kriginga.
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1. UVOD

Postupak kriginga smatra se naprednom

interpolacijskom metodom za procjenu vrijednosti

regionalizirane varijable u odabranim toèkama mre�e.

Pod pojmom regionalizirane varijable podrazumijeva

se takva varijabla koja mo�e biti smatrana sluèajnom

varijablom u beskonaèno malom podruèju oko

pojedinaène lokacije, ali gdje postoji funkcija kojom se u

cijelom takvom podruèju mo�e opisati odnos izmeðu

više takvih varijabli. Pod pojmom “sluèajna”

podrazumijeva se kako vjerojatnost da varijabla bude

manja od nekoga realnoga broja postoji za svaki takav

broj.

Kriging kao statistièka metoda procjene je imenovana

prema ju�noafrièkom in�enjeru Krigeu6 koji ju je prvi

upotrijebio i opisao prilikom procjene koncentracije

rudaèe u le�ištima zlata. Zatim je vremenom uslijedio

daljnji teoretski razvoj metode, najveæim dijelom u

francuskih znanstvenika, poglavito Matherona11, te je

razvijen niz tehnika kriginga (poput jednostavnoga,

obiènoga, indikatorskoga i drugih).

Procjena krigingom se temelji na upotrebi postojeæih

mjerenja (tzv. kontrolnih toèaka) èiji je utjecaj izra�en

odgovarajuæim te�inskim koeficijentima. Takva procjena

takoðer podrazumijeva da su zadovoljeni odreðeni

kriteriji. Prema njima procjena mora biti nepristrana te

naèinjena tako da je varijanca razlike izmeðu stvarnih i

procijenjenih vrijednosti u odabranim toèkama

najmanja moguæa. Ta vrijednost naziva se i varijancom

kriginga, koja predstavlja provjeru kvalitete interpolacije

te je usko povezana s postupkom kros-validacije.

Upravo u postupku minimiziranja pogrješke procjene

uvodi se u sve tehnike kriginga nova varijabla nazvana

„Lagrangeovim multiplikatorom“. Njegova uloga, naèin

procjene njegove vrijednosti te uloga toga postupka u

minimiziranju varijance cilj je prikazane analize.

2. SVOJSTVA KRIGINGA

Tehnike kriginga pripadaju skupu linearnih algoritama

metode najmanjih kvadrata. Odabir tehnike temelji se na

stohastièkim svojstvima sluèajne varijable koju se �eli

interpolirati krigingom. Tehnike se temelje na

odreðivanju te�inskih koeficijenata uz podrazumijevanje

nepristranosti. Prilikom procjene vrijednosti krigingom

svakome podatku ukljuèenom u postupak dodijeljen je

odreðeni te�inski koeficijent (�) kojim je procijenjen

njegov utjecaj na ukupni raèun vrijednosti toèke

procjene. Odnosi izmeðu postojeæih vrijednosti i toèke u

kojoj se ona procjenjuje izra�avaju se vrijednostima

variograma (ako pretpostavimo postojanje intrinistièke

hipoteze), te rjeðe kovarijance u sluèaju stacionaranosti

drugoga reda. Na taj naèin su odreðene zavisnosti i

utjecaji pojedine lokacije s obzirom na njezinu

udaljenost i smjer od toèke èija se vrijednost procjenjuje.

U pravilu model s veæim brojem kontrolnih toèaka,

veæim variogramskim dosegom, manjim odstupanjem i

bez utvrðene anizotropije bit æe puno pouzdaniji. Bez

obzira je li prostorna veza opisana variogramima ili

kovarijancama te�inski koeficijent vezan uz pojedinu

lokaciju iskljuèivo je mjera njezine udaljenosti i

orijentacije u odnosu na toèku procjene, a ne i stvarne

vrijednosti podatka u toj toèki. Porast vrijednosti

variograma (unutar dosega prostorne zavisnosti)

ukazuje na porast “reda” ili pouzdanosti procjene,

odnosno veæa vrijednost dobivena za neki par pokazuje

na veæe meðusobno meðudjelovanje tih toèaka,

pretpostavljajuæi da je njihova udaljenost manja od

dosega prostorne zavisnosti. Dodatnu kvalitetu procjeni

dat æe pravilniji raspored kontrolnih toèaka. Zbog svojih

kvaliteta kriging je, kao statistièka interpolacijska

tehnika, opisana akronimom „BLUE“, koji u engleskom

znaèi „Best Linear Unbiased Estimator“.
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U daljnjem tekstu bit æe detaljno opisano znaèenje

linearnosti kod tehnika jednostavnoga i obiènoga

kriginga, te kako se takva linearnost posti�e.

3. MATEMATIÈKE OSNOVE KRIGINGA

Naèelo rada kriginga najjednostavnije je prikazati nizom

jednad�bi kojima je definiran. Krigingom se procjenjuje

vrijednosti regionalizirane varijable na odabranoj

lokaciji (Zk), a na temelju postojeæih okolnih vrijednosti

(Zi). Svakoj od tih postojeæih vrijednosti pridru�en je

odgovarajuæi te�inski koeficijent (�i), a naèin njihova

proraèuna je najzahtjevniji dio algoritma kriginga.

Vrijednost regionalizirane varijable odreðena je kao:

� �Z Z x
i i
� (3.1)

Gdje je xi lokacija u kojoj je oèitana vrijednost. Nadalje,

vrijednost regionalizirane varijable procijenjene

krigingom na temelju n okolnih mjerenih toèaka je:

Z Z
k i i

i

n

� �

�

��

1

(3.2)

Gdje su:

�i - te�inski koeficijenti za svaku lokaciju „i“

Zi - okolne poznate vrijednosti, tzv. kontrolne toèke

Zk - vrijednost procjenjena krigingom

Do tih vrijednosti se dolazi rješavanjem sustava

linearnih jednad�bi kriginga, koje su objavljene s

primjerima njihove upotrebe u nizu knjiga, npr. u

radovima 3, 4, 5, 7 i mnogim drugima.

Jednad�bu 3.2 moguæe je napisati u obliku matriènih

jednad�bi 3.3. Unutar dviju od tih matrica (�A� i �B�)

vrijednosti su izra�ene vrijednošæu variograma, odnosno

ovise iskljuèivo o meðusobnoj udaljenosti i orijentaciji

toèaka na kojima postoje vrijednosti, a ne o njihovim

vrijednostima. Treæa matrica (���) sadr�i te�inske

koeficijente koji se na kraju procjenjuju iz jednostavnoga

sustava „n“ jednad�bi s „n“ nepoznanica.

� � � � � �A B� �� (3.3)

Kriging kao metoda sadr�i više tehnika. To su

jednostavni kriging, obièni kriging, indikatorski kriging,

višestruki indikatorski kriging, univerzalni kriging, IRFk

(engl. „Intrinsic Random Function of K Order“) kriging,

lognormalni kriging i nelinearni disjunktivni kriging.

Rezultat dodavanja linearnog koeficijenta u jednad�be

kriginga, a s ciljem postizanja nepristranosti, bit æe

opisana na primjeru usporedbe jednostavnoga i

obiènoga kriginga.

3.1. Teorija jednostavnog kriginga

Jednostavni kriging, kako mu samo ime govori,

najjednostavnija je tehnika kriginga. Matrièna jednad�ba

u punome obliku glasi:
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Gdje su:

� - vrijednosti variograma

Z
1
…Zn - poznate, mjerenje vrijednosti u toèkama

Z - toèka u kojoj se procjenjuje nova vrijednosti iz

okolnih, poznatih (Z
1
…Zn)

Kriging upotrebljava bezdimenzionalne toèkaste podatke

koji predstavljaju vrijednosti regionalizirane varijable.

Kod jednostavnoga kriginga podrazumijeva se da je

regionalizirana varijabla karakterizirana stacionar-

nošæu drugoga reda, oèekivanje je svugdje konstantno i

poznato � ��( )x �0 te je poznata funkcija kovarijance

� �C x y C Z x Z y( , ) ( ( ), ( ))� . Nadalje, ako se takva procjena

naèini na kontrolnoj toèki mo�e se na njoj izraèunati i

pogrješka:

� � 
( )Z Z
prava procjenjena

(3.5)

Nadalje, ako ne postoji vanjski utjecaj (engl. „drift“) na

varijablu, a zbroj svih te�inskih koeficijenata iznosi 1,

ostvaren je uvjet nepristranosti. Razlika svih pravih i

procijenjenih vrijednosti nazvana je pogrješkom

procjene ili varijancom kriginga te se izra�ava kao:
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(3.6)

Ili kao drugi korijen varijance nazvanim standardnom

pogrješkom procjene:

� ��
2

(3.7)

U idealnom sluèaju kriging pokušava izraèunati

optimalne te�inske koeficijente koji æe dovesti do

procjene minimalne pogrješke procjene. Takvi

koeficijenti koji dovode do nepristrane procjene uz

minimalnu varijancu izraèunati su rješavanjem sustava

matriènih jednad�bi, poput onih prikazanih u jednad�bi

3.4. Ako se ta matrica predstavi linearnim jednad�bama,

glasit æe:
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Procjenu u �eljenoj toèki moguæe je prikazati sljedeæom

jednad�bom:
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(3.9)

Da bi linearne jednad�be 3.8 bile smatrane

nepristranima mora biti zadovoljen uvjet da je zbroj

te�inskih koeficijenata jednak 1, tj. � ��
i

i

n

�

�
1

. Taj uvjet

ispunjen je dodavanjem novih uvjeta u matriène

jednad�be kriginga, poput dodavanja Lagrangeovog

multiplikatora u jednad�bama obiènoga kriginga.
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3.2. Teorija obiènoga kriginga

Sve tehnike kriginga (osim jednostavnoga) imaju dodane

neki “faktor ogranièenja” unutar sebe (engl. „constraint“)

kako bi se minimizirala pogrješka �
�

k
x( ), pa time postaju

nepristrane procjene. Takav faktor u pravilu bi trebao

opisati neko vanjsko, prividno neuoèljivo, ogranièenje

ulaznih podataka koje nije vidljivo veæ iz samih njihovih

vrijednosti. Mo�da najèešæe upotrebljavanja tehnika

kriginga je obièni kriging. Stoga æe se razmotriti

ogranièavajuæi faktor koji se pojavljuje unutar tih

jednad�bi, nazvanim Lagrangeov multiplikator.

Vratimo se u jednad�be obiènoga kriginga. Ako se

zadovolji uvjet da je zbroj svih te�inskih koeficijenata

jednak 1 tada izraz 3.8 postaje:
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Ako sada sustav linearnih jednad�bi prika�emo

matrièno dobiva se:

� � � � � �

� � � � � �

� �

	 	 	

	 	 	

	 	

Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z

Z Z Z

n

n

n n

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1

1

1


 
 



 
 





�

�

�

� � � �
 


�

�













�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�













�

�

Z Z Z

m

n n n2

1

2

1

1 1 1 0

�

�

	

�

�

�

� �

� �

� �

�

�

�

�

�

�

�










�

�













�

�

�

�

�

�

�

�

	

	

	

Z Z

Z Z

Z Z
n

1

2

1

(3.11)

Broj te�inskih koeficijenata ovisi o broju kontrolnih

toèaka i mo�e se širiti na vrlo velike ulazne skupove, jer u

današnje vrijeme raèunalni programi uspješno rješavaju

velike linearne sustave. Nakon odreðivanja te�inskih

koeficijenata moguæe je procjenu naèiniti jednostavno

zbrajajuæi utjecaj svih kontrolnih toèaka ote�anih

pripadajuæim koeficijentima (skraæeno prikazano u

jednad�bi 3.2) te se dobiva:

Z Z Z Z
n n

� � � � � � �� � �
1 1 2 2

� (3.12)

Izraèun varijance procjene (kriginga) ukljuèuje i

dodavanje Lagrangeovog multiplikatora te glasi:

� � 	 � 	 � 	
2
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� � 
 � � 
 � � � 
 �( ) ( ) ( )� � � � �

n n
Z Z m (3.13)

Prikazane su dvije, mo�da najèešæe, tehnike kriginga.

No, opæenito kod svih linearnih varijanti tehnika kriginga

(u kojima se rješavaju problemi optimizacije) sustav

pripadajuæih jednad�bi mo�e se podijeliti u dva dijela:

a) Kroz jedan dio jednad�bi raèuna se prostorna

zavisnost (prostorna korelacija) mjerenih podataka,

najèešæe koristeæi variogram;

b) Drugi dio jednad�bi sadr�ava razne linearne

multiplikatore kojima se posti�e da je zbroj svih

te�inskih koeficijenata jednak 1.

4. PRIMJERI IZRAÈUNA MATRICA

KRIGINGA

Kao ogledni polazni primjer izraèuna matrica kriginga

preuzet je prostorni model podataka koji su prikazali

Dorsel & La Breche 2. Nema posebnih razloga zašto bi taj

model bio bolji od drugih jednostavnih rasporeda s

nekoliko toèaka, osim što su autori vrlo jasno naveli sve

prostorne podatke mjerene varijable te vrijednosti

variograma izmeðu njih. Znaèi, s takvim jasnim i

jednostavnim modelom u daljnjem dijelu rada mo�e se

usredotoèiti samo na promjene koje æe takvi podatci

uzrokovati u jednad�bama razlièitih tehnika kriginga.

Usporeðeni su raèunski postupci kod jednostavnoga

kriginga (tehnike najboljega linearnoga procjenitelja)

te obiènoga kriginga (tehnike najboljega linearnog

nepristranog procjenitelja).

4.1. Razlika varijanca procjene kod tehnika

jednostavnoga i obiènoga kriginga

Ako se na temelju podataka iz slike 1 te lit.2 raspiše

matrièna jednad�ba obiènog kriginga (formula 3.11)

dobiva se:

0 12 65 2154 1

12 65 0 14 42 1

2154 14 45 0 1

1 1 1 0
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Odnosno za izraèun matrice ��� vrijedi:

- za 1. red

0 0 3805 12 65 0 4964 2154 01232 0 9319 8 001� � � � � 
 �, , , , , , ,

- te jednako i za 2., 3. i 4. red.

Nadalje, varijanca obiènog kriginga se raèuna prema:
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�
� � 
 � � 
 � � � 
 �

1 1 2 2
( ) ( ) ( )� � � � �

n n
Z Z m (4.2)

Varijanca iznosi �2=6,70 m2, pa standardna pogrješka

�=2,59 m. Zapazimo da je � �� 1 (zbog zaokru�ivanja

razlika iznosi +1 ‰). Promotrimo sada ponašanje

gornje matriène jednad�be ako se zadr�i raspored

kontrolnih toèaka te vrijednosti te�inskih koeficijenata

kakvi su dani na slici 1, ali ako ih raspišemo tehnikom

jednostavnog kriginga. Tada se dobiva:
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Zapazimo kako su u takvom matriènom raèunu

promijenjene vrijednosti variograma udaljenosti od

kontrolnih toèaka do toèke procjene, odnosno u

jednad�bi 3.3 vrijednosti matrice �B�. To znaèi da bi se

promijenio polo�aj toèke procjene u ravnini na slici 1, a

time bi porasla i varijanca procjene koja iznosi �2=7,631

m2 (odnosno standardna pogrješka �=2,76 m).

4.2. Promjena vrijednosti te�inskih

koeficijenata kod jednostavnoga kriginga

Krenimo sada promotriti sljedeæi sluèaj, a to je da su kod

jednostavnog kriginga zadr�ani polo�aji svih kontrolnih i

toèke procjene kao i kod obiènog kriginga. Time su

zadr�ane jednake variogramske vrijednosti izmeðu svih

toèaka u obje promatrane tehnike kriginga. Jasno je da

æe se tada promijeniti vrijednosti te�inskih koeficijenata

kod jednostavnog kriginga, koji æe se raèunati prema

sljedeæoj jednad�bi:
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Kada se gornja matrièna jednad�ba raspiše linearnim

izrazima dobiva se sustav:

12 65 2154 8

12 65 14 45 5 66
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(4.5)

Te�inski koeficijenti mogu se izraziti kao:

�
�

�
�

�

2

3

1

3

1

8 2154

12 65

5 66 14 45

12 65

14 42 14

�

 �

�

 �

�



,

,

, ,

,

, ,

,

42

2154

2
� �

(4.6)

Nakon izraèuna koeficijenti iznose �1 = 0,347; �2 =

0,483; �3 = 0,088 (zapazimo da je ��=0,918). To znaèi

da matrièna jednad�ba jednostavnog kriginga za polo�aj

toèaka kakav je prikazan na slici 1 glasi:

0 12 65 2154

12 65 0 14 42

2154 14 45 0

0 347
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(4.7)

4.3. Izraèun matrica obiènoga kriginga kod

pravilnoga rasporeda kontrolnih toèaka uz

promjenu vrijednostima Lagrangeovog

multiplikatora

U ovome potpoglavlju upotrijebljen je novi raspored

kontrolnih toèaka (slika 2) te druge vrijednosti

variogramskog modela. Cilj analize bio je prikaz

promjene vrijednosti Lagrangeovog multiplikatora te

utjecaj takvoga postupka na procjenu.

Analizirani su sluèajevi s tri razlièite vrijednosti

multiplikatora. U prvomu Lagrangeova vrijednost iznosi

0,06, a preuzeta je iz objavljenoga primjera3. U sljedeæa

dva izraèuna vrijednosti Lagrangeovog multiplikatora

iznosile su 0,9, odnosno -0,9. Te dvije vrijednosti

smatrane su pribli�nim ekstremima koje ta varijabla

najèešæe u praksi mo�e poprimiti.

Odabirom triju vrijednosti za jednake matriène

jednad�be �eljelo se pokazati kako odabir vrijednosti

Lagrangeovog multiplikatora ima presudan utjecaj na

minimiziranje pogrješke kod izraèuna vrijednosti u

toèki. Raèun je izveden ruèno, kako bi se mogle pratiti

promjene kroz matriène i linearne jednad�be kriginga

(jednad�be 3.10 i 3.13). Analizirani raspored sadr�i 4

kontrolne toèke te se upotrebom obiènoga kriginga

procijenila vrijednost u toèki smještenoj u središtu

poligona (slika 2).

Na slici 2 oznaèena je meðusobna relativna udaljenost

kontrolnih toèaka (50 m), na temelju koje su izraèunate

variogramske vrijednosti. Takav variogramski model

ima sljedeæe vrijednosti:

• eksperimentalna krivulja aproksimirana je sfernim

modelom;

• prag modela je 1;

• doseg modela je 200 m;

• odstupanje modela ne postoji (0).

4.3.1. Vrijednost Lagrangeovog multiplikatora 0,06

(kao u preuzetom primjeru)

U ovom potpoglavlju vrijednost Lagrangeovog

multiplikatora preuzeta je iz lit.3. Takva vrijednost

osigurava najmanju vrijednost varijance procjene

obiènim krigingom pa smo ju kao takvu raspisali kroz

jednad�be te upotrijebili za kalibraciju raèuna s drugim

vrijednostima Lagrangeovog multiplikatora.

Matrica obiènoga kriginga za ovaj sluèaj izra�ena

kovarijancama (inverzne su variogramu) glasi:
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(4.8)

S obzirom da se radi o pravilnom rasporedu, unutar

matrice ��� te �B� (jednad�ba 3.3) dobivene su konstantne

vrijednosti. Ako se matrièna jednad�ba raspiše

linearnim izrazima dobiva se:

1 0 25 0 49 0 25 0 49 0 25 0 31 0 25 0 06 0 6325

0

� � � � � � � � �, , , , , , , , ,

,49 0 25 1 0 25 0 31 0 25 0 49 0 25 0 06 0 6325

0 49

� � � � � � � � �, , , , , , , ,

, � � � � � � � � �

�

0 25 0 31 0 25 1 0 25 0 49 0 25 0 06 0 6325

0 31 0

, , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

,

25 0 49 0 25 0 49 0 25 1 0 25 0 06 0 6325

1 0 25 1

� � � � � � � �

� � x0 25 1 0 25 1 0 25 0 0 06 1, , , ,� � � � � � �

(4.9)

Sada je moguæe izraèunati varijancu kriginga prema:

�
OK

2

0 25 0 63 0 25 0 63 0 25 0 63 0 25 0 63 0 06� � � � � � � � � �. . . . . . . . . 0 69.

(4.10)

4.3.2. Vrijednost Lagrangeovog multiplikatora 0,9

U ovome primjeru za Lagrangeov multiplikator

odabrana je pozitivna vrijednost 0,9. Tada matrica

kovarijanci glasi:
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(4.11)

Ponovno su unutar matrice ��� te �B� prikazane

konstantne vrijednosti, kao u potpoglavlju 4.3.1. Kada se

gornja matrièna jednad�ba raspiše linearnim izrazima

dobiva se sustav:

1 0 25 0 49 0 25 0 49 0 25 0 31 0 25 0 9 14725

0 4

� � � � � � � � �, , , , , , , , ,

, 9 0 25 1 0 25 0 31 0 25 0 49 0 25 0 9 14725

0 49 0

� � � � � � � � �

�

, , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

, ,

25 0 31 0 25 1 0 25 0 49 0 25 0 9 14725

0 31 0 25

� � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � �

0 49 0 25 0 49 0 25 1 0 25 0 9 14725

1 0 25 1 0 2

, , , , , , ,

, , 5 1 0 25 1 0 25 0 0 9 1� � � � � � �, , ,

(4.12)

Varijanca kriginga uz Lagrangeov koeficijent 0,9 iznosi:

�
OK

2

0 25 147 0 25 147 0 25 147 0 25 147 0 9 1� � � � � � � � � �, , , , , , , , , ,2675

(4.13)
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4.3.3. Vrijednost Lagrangeovog multiplikatora -0,9

U zadnjem primjeru za Lagrangeov multiplikator

odabrana je negativna vrijednost od -0,09 (po uzoru na

sliènu vrijednost primijenjenu u potpoglavlju 4.1). Tada

matrica glasi:
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(4.14)

Kao i u prethodna dva primjera unutar matrica ��� i �B�

izraèunate su konstantne kovarijance. Ako se gornja

matrièna jednad�ba raspiše linearnim izrazima dobiva

se sustav:

1 0 25 0 49 0 25 0 49 0 25 0 31 0 25 0 9 0 327� � � � � � � � 
 �
, , , , , , , ( , ) , 5

0 49 0 25 1 0 25 0 31 0 25 0 49 0 25 0 9 0 32, , , , , , , ( , ) ,� � � � � � � � 
 �
 75

0 49 0 25 0 31 0 25 1 0 25 0 49 0 25 0 9 0 3, , , , , , , ( , ) ,� � � � � � � � 
 �
 275

0 31 0 25 0 49 0 25 0 49 0 25 1 0 25 0 9 0, , , , , , , ( , ) ,� � � � � � � � 
 �
 3275

1 0 25 1 0 25 1 0 25 1 0 25 0 0 9 1� � � � � � � � � 
 �, , , , ( , )

(4.15)

Pripadajuæa varijanca tada je negativna (što je

matematièki nemoguæe, pa je i Lagrangeov multiplikator

neispravan) iznosi:

�
OK

2

0 25 0 3275 0 25 0 3275 0 25 0 3275� � 
 � � 
 � � 
 �, ( , ) , ( , ) , ( , )

0 25 0 3275 0 9 0 982, ( , ) ( , ) ,� 
 � 
 �


(4.16)

Iz sva tri primjera prikazana u potpoglavlju 4.3 jasno je

kako je vrijednost Lagrangeovog koeficijenta 0,06 (kako

je navedeno u lit.3 i prikazano na slici 2) a to je upravo ta

vrijednost gdje je varijanca kriginga minimalna. Naèin

izbora opæenito najprimjerenije vrijednosti Lagrange-

ovog koeficijenta, analizirani su kroz sljedeæa poglavlja,

odnosno diskusiju i zakljuèke izvedene iz analize.

5. DISKUSIJA O MATEMATIÈKOM

ZNAÈENJU LAGRANGEOVOG

MULTIPLIKATORA

Iz rezultata u poglavlju 4 vidljivo je kako prilikom

upotrebe obiènoga kriginga, kao statistièkog postupka

procjene, odreðivanje Lagrangeovog multiplikatora ima

presudnu va�nost na konaèni rezultat.

Ispravne vrijednosti u oba primjera obiènoga kriginga,

gdje je taj multiplikator upotrijebljen za minimiziranje

varijance procjene, bile su drugaèije - jedna negativna

(-0,9319), a druga pozitivna (0,06). Dokaz o odabiru

ispravne vrijednosti prikazan je variranjem vrijednosti

multiplikatora kroz matrice u potpoglavlju 4.3.

Odstupanjem od najprimjerenije vrijednosti varijanca

procjene æe rasti (potpoglavlje 4.3.2) ili postati

(potpoglavlje 4.3.3) negativna (matematièki neispravno).

Promotrimo još jedanput matematièko znaèenje

Lagrangeovog multiplikatora u jednad�bama obiènoga

kriginga. Vrijednosti u toèki procjene mo�e se prikazati

kao:

Z r r( ) ( )� �� � (5.1)

Gdje su:

� - toèna (ali stvarno nepoznata) sredina cijele populacije;

�(r) - pogrješka normalizirana oko vrijednosti 0 na krivulji

sluèajne prostorne funkcije

Stvarna vrijednost oèekivanja (�) za mjerenu varijablu u

stvarnosti nam je nepoznata, pa se zato procjena

najèešæe radi tehnikom obiènoga kriginga (umjesto

jednostavnim krigingom). U obiènom krigingu prostorni

model raèuna sredinu iskljuèivo iz podataka koji se

nalaze u okolini toèke procjene. To je postupak

odreðivanje tzv. lokalne sredine gdje se u svakoj toèki

mre�e upotrebljava srednja vrijednost podataka

obuhvaæenih radijusom pretra�ivanja. Nadalje, kod

primjene kriginga dodatno se pretpostavlja

stacionarnost 2. reda te se tada mo�e izraèunati

kovarijanca CZ svojstvena procjeni Z(x). Ona se mo�e

izraziti kao:

� �C r r E r r C r r
2 1 2 1 2 2 1 2
( , ) ( ) ( ) ( )� � � 
� � (5.2)

Ako se kovarijanca zamijeni variogramom stacionarnost

se mo�e izraziti kao:

� �	 � � 	
Z Z

r r E r r r r( , ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

2

1 2

1

2

� � 
 � 
 (5.3)

Pretpostavimo niz od N mjerenja Z(x1)…Z(xn) na

poznatim lokacijama x1…xn. Ako se iz tih podataka �eli

obiènim krigingom procijeniti vrijednost varijable Z (
�

Z)

na nekoj neuzrokovanoj lokaciji x0 trebaju se zadovoljiti

tri uvjeta:

1.
�

Z treba biti linearan i izraèunat iz niza Z Z
n

( ) ( )	 	
1

� ;

2.
�

Z je nepristrana procjena;

3.
�

Z minimizira vrijednost srednje kvadratne pogrješke

izra�ene kao � �E Z x Z x( )
�

( )
0 0

2


 .

Linearnost (uvjet 1) se posti�e ako je zadovoljen izraz

�

( )Z Z r
i i

i

n

� �

�

� �

1

.

Nepristranost (uvjet 2) je zadovoljena ako vrijedi:

� � � �E Z r E Z r
i i

i

n

i i

i

n

i

n

�

( ) ( )
0

11

1�  �  � �  �� ��
��

� �� � � � � �

��

(5.4)

Minimiziranje pogrješke (uvjet 3) zahtijeva odreðivanje

najboljih moguæih vrijednosti koeficijenata �1, …,�n te

Lagrangeovog parametra 2m. Njihova optimizacija mo�e

se izraziti za svaku toèku procjene u obliku funkcije

L m
n

( ,... , , )� �
1

:

L E Z x Z x m
i i

i

n

i

i

n

� 
 �
�

�

�
�

�

�

�
� 
 � 


�

�

�
�

�

�� �

� �( ) ( )
0

1

2

1

2 1� � �
� !L 0 (5.5)

Optimizacija koeficijenata (�1,…,�n) i Lagrangeovog (m)

parametra posti�e se rješavanjem diferencijalne

jednad�be .

Ako se vratimo na osnovnu matriènu jednad�bu

kriginga (jednad�ba 3.3) te ju prika�emo preko

kovarijanci tada ona glasi:

C C� ��
0 0

(5.6)

Vrijednosti C i C0 mogu se matrièno prikazati kao:

LINEARNOST I LAGRANGEOV LINEARNI MULTIPLIKATOR ... T. MALVIÆ I D. BALIÆ

42 NAFTA 59 (1) 38-43 (2009)



C

C C Z Z C Z Z

C Z Z C C Z Z

C Z

n

n

�


 



 


( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(

0 1

0 1

1 2 1

2 1 2

�

�

�

n n
Z C Z Z C
 


�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
1 2

0 1

1 1 1 0

) ( ) ( )�

�

(5.7)

C

C Z Z

C Z Z

C Z Z
n

0

0 1

0 2

0

1

�










�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

( )
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( )

� (5.8)

Oèekivani te�inski koeficijenti za toèku, izra�eni preko

jednad�be 5.6, glase:

�

�
0

1

0
� �



C C (5.9)

A procjena u odabranoj toèki je:

�

( ) ( ) ( )Z x Z x Z x
n n0 1 1

� � � � �� �� (5.10)

Optimalni te�inski koeficijenta te primjereni Lagrangeov

multiplikator rezultirat æe u izraèunu najmanje moguæe

standardne pogrješke kriginga prikazane kao:

� �( ) ( )x C c m
0 0

0� 
 "� � (5.11)

6. ZAKLJUÈAK

U prethodnim poglavljima pokazali smo zašto je tehnika

obiènoga kriginga primjerenija za interpolaciju toèkastih

podataka nego li osnovna tehnika jednostavnoga

kriginga. Nadalje, u nekim ranijim radovima koji su

prikazali upotrebu metode kriginga na naftnogeološkim

podatcima (poroznost) izmjerenim u le�ištima

ugljikovodika u hrvatskom dijelu Panonskoga bazena

dokazano je kako su geostatistièka interpolacija (pa i

stohastièka procjena) najprimjereniji pristup za

kartiranje geoloških varijabli (npr. literatura 1, 8, 9, 10, 12).

Takoðer, na temelju tih i drugih analiza zakljuèeno je

kako za primjerenu upotrebu metoda kriginga broj

ulaznih podataka treba biti veæi od 10, pa i 15 toèkastih

vrijednosti. No, reprezentativni statistièki uzorak u

analizi geoloških varijabli svakako bi trebao sadr�avati

30 i više toèkastih vrijednosti. To znaèi da teško mo�emo

zakljuèiti o stvarnome oèekivanju populacije

predstavljene mjerenim vrijednostima, te je moguæe

jedino upotrebljavati tzv. lokalnu srednju vrijednost

podataka ukljuèenih kroz radijus pretra�ivanja èvrstih

podataka oko toèke procjene. To istièe kao primjerenu

tehniku obiènoga kriginga.

Zbog toga treba s najveæom pa�njom prouèiti

parametre ukljuèene u jednad�bu te tehnike. Veæina njih

standardna je za matrièni prikaz metode kriginga, ali se

javlja i jedan dodani èlan nazvan linearnim

multiplikatorom Lagrangea. Njegovu ulogu i va�nost

prikazali smo u prethodnim poglavljima. Još jedino

nismo odgovorili na pitanje kako se izraèunava

najprimjerenija vrijednosti toga parametra (m), odnosno

vrijednost koja æe u konaènici rezultirati minimalnom

varijancom kriginga.

Odgovor na to tra�ili smo u sluèajnom uzorkovanju iz

skupa moguæih (oèekivanih) vrijednosti te velièine.

Pokazali smo da ta vrijednost mo�e biti i negativna no

vrijednosti varijance kriginga to ne mogu biti (inaèe je

raèun besmislen). Nadalje, ako sluèajno uzorkujemo tu

vrijednost iz nekoga intervala (npr. �-1,1�) veæim brojem

pokušaja jedna od njih æe rezultirati u najmanjoj

varijanci kriginga. Naèin kako odrediti širinu intervala

uzorkovanja i njihov broj mo�e se prikazati kroz èetiri

koraka (slika 3):

1. Iskustveno smo odredili da bi numerièki interval u

kojem mo�emo oèekivati vrijednost Lagrangeovog

multiplikatora pribli�no trebao biti �-1,1�. Takoðer,

ponekad ta velièina mo�e biti vrlo bliska vrijednosti 0

(kako je to prikazano). Zato je poèetna vrijednost za gen-

erator sluèajnih brojeva Lagrangeovog multiplikatora

postavljena na 0,01.

2. U sljedeæem koraku (velièina koraka bila bi 0,05) ta

vrijednost smanjena je, te prelazi u negativno podruèje.

Izraèunata je ponovno pripadajuæa varijanca kriginga i

zabilje�ena. Takav postupak bio bi ponavljan sve dok

varijanca kriginga ne bi postala negativna. Na tom

negativnom intervalu vrijednosti m bila bi izdvojena ona

s najmanjom varijancom (slika 3 lijevo).

3. Tada bi vrijednost m=0,01 bila uveæana za korak

0,05 u pozitivnom smjeru, ponovno prateæi smanjuje li

se vrijednost varijance. Ako da, nastavilo bi se s njezinim

izraèunom dok se ne zabilje�i njezin porast i na taj naèin

bio bi odreðen njezin minimum (nakon prvoga porasta,

slika 3 desno).

4. Va�no je upamtiti, ako izraèunom za prvi pozitivni m

varijanca odmah poèinje rasti, tada se mo�e smatrati da

je minimum varijance kriginga odreðen u negativnom

podruèju i postupak se mo�e prekinuti (slika 3 lijevo).

Vjerujemo kako gornja 4 pravila u potpunosti

zadovoljavaju ispravan postupak odreðivanja vrijednosti

Lagrangeovog multiplikatora u jednad�bama obiènoga

kriginga, odnosno primjenu te tehnike kao jedne od

najboljih interpolacijskih pristupa za kartiranje

geoloških varijabli.

ZAHVALA

Rad predstavlja teorijsku analizu geomatematièkih

metoda naèinjenu u 2008. godini u okviru dva projekta:

- „Stratigrafska i geomatematièka istra�ivanja

naftnogeoloških sustava u Hrvatskoj“ (broj

195-1951293-0237) financiranog od strane

Ministarstva znanosti, obrazovanja i športa RH;

- „Unaprijeðivanje geoloških interpretacijskih metoda

u cilju poveæanja iscrpka unutar pješèenjaèkih

le�išta“, financiranog i poduprtog od strane INA-e

d.d. Projekt je suradnja Sektora za razradu (INA) i

Zavoda za geologiju i geološko in�enjerstvo (RGNF).
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