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IZVORNI ZNASTVENI CLANAK

Analizirane su jednadzbe jednostavnoga i obiénoga kriginga kako bi se uoéila razlika u izraéunu procjene u
tocki, te zorno prikazalo na koji naéin se Lagrangeov multiplikator iskazuje kao veli¢ina u tehnici obiénoga
kriginga koja minimizira varijancu procjene. Detaljnom analizom matrica i linearnih jednadzbi, koje se inace
automatski izraéunavaju u pozadini raéunalnih programa za kartiranje, prikazana je vaznost geomatematike
u jednoj od temeljnih geoloskih djelatnosti — kartiranju. Nadalje, izvodenjem niza jednadzbi kroz élanak
pruZa se na inZenjerski naéin razumijevanje algoritama jednostavnoga i obiénoga kriginga, koje su danas
dvije najéesce koristene geostatisticke tehnike (uz indikatorski kriging kao trece). U zakljuéku su predlozeni
postupci kojima se mozZe odrediti najprimjerenija vrijednost Lagrangeovog multiplikatora za bilo koju

jednadzbu ohiénoga kriginga.
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1. UVOD

Postupak kriginga smatra se naprednom
interpolacijskom metodom za procjenu vrijednosti
regionalizirane varijable u odabranim to¢kama mreZe.
Pod pojmom regionalizirane varijable podrazumijeva
se takva varijabla koja moZe biti smatrana sluc¢ajnom
varijablom u beskona¢no malom podrué¢ju oko
pojedinaéne lokacije, ali gdje postoji funkcija kojom se u
cijelom takvom podruéju moze opisati odnos izmedu
vise takvih varijabli. Pod pojmom “slu¢ajna”
podrazumijeva se kako vjerojatnost da varijabla bude
manja od nekoga realnoga broja postoji za svaki takav
broj.

Kriging kao statistiCka metoda procjene je imenovana
prema juznoafrickom inzZenjeru Krigeu® koji ju je prvi
upotrijebio i opisao prilikom procjene koncentracije
rudace u lezistima zlata. Zatim je vremenom uslijedio
daljnji teoretski razvoj metode, najveéim dijelom u
francuskih znanstvenika, poglavito Matherona!!, te je
razvijen niz tehnika kriginga (poput jednostavnoga,
obi¢noga, indikatorskoga i drugih).

Procjena krigingom se temelji na upotrebi postoje¢ih
mjerenja (tzv. kontrolnih tocaka) ¢iji je utjecaj izrazen
odgovarajucim tezinskim koeficijentima. Takva procjena
takoder podrazumijeva da su zadovoljeni odredeni
kriteriji. Prema njima procjena mora biti nepristrana te
nacinjena tako da je varijanca razlike izmedu stvarnih i
procijenjenih  vrijednosti u odabranim tockama
najmanja moguca. Ta vrijednost naziva se i varijancom
kriginga, koja predstavlja provjeru kvalitete interpolacije
te je usko povezana s postupkom kros-validacije.

Upravo u postupku minimiziranja pogrjeske procjene
uvodi se u sve tehnike Kkriginga nova varijabla nazvana
.Lagrangeovim multiplikatorom®. Njegova uloga, nac¢in
procjene njegove vrijednosti te uloga toga postupka u
minimiziranju varijance cilj je prikazane analize.
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2. SVOJSTVA KRIGINGA

Tehnike kriginga pripadaju skupu linearnih algoritama
metode najmanjih kvadrata. Odabir tehnike temelji se na
stohasti¢kim svojstvima slucajne varijable koju se zeli
interpolirati  krigingom. Tehnike se temelje na
odredivanju tezinskih koeficijenata uz podrazumijevanje
nepristranosti. Prilikom procjene vrijednosti krigingom
svakome podatku uklju¢enom u postupak dodijeljen je
odredeni tezinski koeficijent (1) kojim je procijenjen
njegov utjecaj na ukupni racun vrijednosti tocke
procjene. Odnosi izmedu postoje¢ih vrijednosti i tocke u
kojoj se ona procjenjuje izrazavaju se vrijednostima
variograma (ako pretpostavimo postojanje intrinisticke
hipoteze), te rjede kovarijance u slu¢aju stacionaranosti
drugoga reda. Na taj na¢in su odredene zavisnosti i
utjecaji pojedine lokacije s obzirom na njezinu
udaljenost i smjer od to¢ke ¢ija se vrijednost procjenjuje.

U pravilu model s veéim brojem kontrolnih tocaka,
vecim variogramskim dosegom, manjim odstupanjem i
bez utvrdene anizotropije bit ée puno pouzdaniji. Bez
obzira je li prostorna veza opisana variogramima ili
kovarijancama tezinski koeficijent vezan uz pojedinu
lokaciju isklju¢ivo je mjera njezine udaljenosti i
orijentacije u odnosu na to¢ku procjene, a ne i stvarne
vrijednosti podatka u toj tocki. Porast vrijednosti
variograma (unutar dosega prostorne zavisnosti)
ukazuje na porast “reda” ili pouzdanosti procjene,
odnosno veca vrijednost dobivena za neki par pokazuje
na vee medusobno medudjelovanje tih tocaka,
pretpostavljajuéi da je njihova udaljenost manja od
dosega prostorne zavisnosti. Dodatnu kvalitetu procjeni
dat ¢e pravilniji raspored kontrolnih to¢aka. Zbog svojih
kvaliteta kriging je, kao statisticka interpolacijska
tehnika, opisana akronimom ,,BLUE", koji u engleskom
znacdi ,Best Linear Unbiased Estimator*.
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U daljnjem tekstu bit ¢e detaljno opisano znacenje
linearnosti kod tehnika jednostavnoga i obi¢noga
kriginga, te kako se takva linearnost postiZe.

3. MATEMATICKE OSNOVE KRIGINGA

Nacelo rada kriginga najjednostavnije je prikazati nizom
jednadzbi kojima je definiran. Krigingom se procjenjuje
vrijednosti regionalizirane varijable na odabranoj
lokaciji (Z,), a na temelju postojeé¢ih okolnih vrijednosti
(Z,). Svakoj od tih postojeé¢ih vrijednosti pridruzen je
odgovarajuéi tezinski koeficijent (1), a naéin njihova
proracduna je najzahtjevniji dio algoritma Kkriginga.
Vrijednost regionalizirane varijable odredena je kao:

Z = Z(X/) (3.1)
Gdje je x; lokacija u kojoj je oc¢itana vrijednost. Nadalje,

vrijednost  regionalizirane varijable procijenjene
krigingom na temelju n okolnih mjerenih to¢aka je:

Z, = Zli "Z (3.2)
i=1

Gdje su:

A; - tezinski koeficijenti za svaku lokaciju ,i"

Z; - okolne poznate vrijednosti, tzv. kontrolne tocke

Z, - vrijednost procjenjena krigingom

Do tih vrijednosti se dolazi rjeSavanjem sustava
linearnih jednadZbi kriginga, koje su objavljene s
primjerima njihove upotrebe u nizu knjiga, npr. u
radovima 3 45 7 i mnogim drugima.

JednadZzbu 3.2 mogudée je napisati u obliku matri¢nih
jednadzbi 3.3. Unutar dviju od tih matrica ([A] i [B])
vrijednosti su izraZene vrijednoScu variograma, odnosno
ovise isklju¢ivo o medusobnoj udaljenosti i orijentaciji
to¢aka na kojima postoje vrijednosti, a ne o njihovim
vrijednostima. Treéa matrica ([A]) sadrzi tezinske
koeficijente koji se na kraju procjenjuju iz jednostavnoga
sustava ,,n“ jednadZbi s ,,n" nepoznanica.

[Al-[A]=1B] 3.3)

Kriging kao metoda sadrZzi viSe tehnika. To su
jednostavni kriging, obi¢ni kriging, indikatorski kriging,
visestruki indikatorski kriging, univerzalni kriging, IRFk
(engl. ,Intrinsic Random Function of K Order*) kriging,
lognormalni kriging i nelinearni disjunktivni kriging.
Rezultat dodavanja linearnog koeficijenta u jednadzbe
kriginga, a s ciljem postizanja nepristranosti, bit ¢e
opisana na primjeru usporedbe jednostavnoga i
obi¢noga kriginga.

3.1. Teorija jednostavnog kriginga

Jednostavni kriging, kako mu samo ime govori,
najjednostavnija je tehnika kriginga. Matri¢na jednadzba
u punome obliku glasi:

YZ=2) v(Zi=2,) YZi=Z) | | | |vE=2)
V2, =2Z) 7 =2) Y2 =2Z,)| | 22| _| V(22— 2) (3.4)
Y2, =Z) 7, =2) v, =Z)] 4] v, =2)
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Gdje su

Y - vrijednosti variograma

Z,..2, - poznate, mjerenje vrijednosti u tockama

Z - tocka u kojoj se procjenjuje nova vrijednosti iz

okolnih, poznatih (Z,...Z,)

Kriging upotrebljava bezdimenzionalne to¢kaste podatke
koji predstavljaju vrijednosti regionalizirane varijable.
Kod jednostavnoga kriginga podrazumijeva se da je
regionalizirana varijabla karakterizirana stacionar-
noscu drugoga reda, ocekivanje je svugdje konstantno i
poznato [u(x)=0 te je poznata funkcija kovarijance

[Cx,y) = CZ(x).Z(y))] . Nadalje, ako se takva procjena
nacini na kontrolnoj tocki moze se na njoj izracunati i
pogrjeska:
e=(Z,.. -2

prava procjenjena )

(3.5)

Nadalje, ako ne postoji vanjski utjecaj (engl. ,drift*) na
varijablu, a zbroj svih tezinskih koeficijenata iznosi 1,
ostvaren je uvjet nepristranosti. Razlika svih pravih i
procijenjenih  vrijednosti nazvana je pogrjeSkom
procjene ili varijancom kriginga te se izraZzava kao:

n
2
E(Zprava - mecjen/ena ) i

2 _ i=1

n

o (3.6)

Ili kao drugi korijen varijance nazvanim standardnom
pogrjeskom procjene:

o =+o? @3.7)

U idealnom sluc¢aju kriging pokuSava izracunati
optimalne tezZinske Kkoeficijente koji ¢e dovesti do
procjene minimalne pogrjeSke procjene. Takvi
koeficijenti koji dovode do nepristrane procjene uz
minimalnu varijancu izrac¢unati su rjeSavanjem sustava
matri¢nih jednadZbi, poput onih prikazanih u jednadZbi
3.4. Ako se ta matrica predstavi linearnim jednadzbama,
glasit Ce:

VEi=2Z) i+ y(Zi=2,) A+ + Y2 =2,) Ay = (2= 2)
W =2) M+ 92, =2,) Ay +. 492, = 2,) 4, =v(Z, = 2) (3.8)

V2, =2) Aty =2Z5) hp +. 4 V(2 = 2Z,) Ay = Y(Z, = 2)

Procjenu u Zeljenoj toc¢ki moguce je prikazati sljede¢om
jednadzbom:

A (vZ,—2,)
A Z,—Z
_ .) \v(Z, o) 3.9)
v(Z,—Z) rZ,—-2,)
(2, =Z) 7z, =2,)
Da bi linearne jednadzbe 3.8 bile smatrane

nepristranima mora biti zadovoljen uvjet da je zbroj

tezinskih koeficijenata jednak 1, tj. 2/11 =1. Taj uvjet
i=1

ispunjen je dodavanjem novih uvjeta u matri¢ne

jednadzbe kriginga, poput dodavanja Lagrangeovog

multiplikatora u jednadZbama obi¢noga kriginga.
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3.2. Teorija obiénoga kriginga Dorsel & La Breche 2. Nema posebnih razloga zasto bi taj
model bio bolji od drugih jednostavnih rasporeda s
nekoliko to¢aka, osim $to su autori vrlo jasno naveli sve
prostorne podatke mjerene varijable te vrijednosti
variograma izmedu njih. Znac¢i, s takvim jasnim i
opisati neko vanjsko, prividno neuoéljivo, ograni¢enje jednostavnim modelom u daljnjem dijelu rada moze se

ulaznih podataka koje nije vidljivo ve¢ iz samih njihovih usredotoc%tl Samo na promjene v}_{(_)Je ce Fakm p'o<'iat01
vrijednosti. MoZda najc¢eS¢e upotrebljavanja tehnika uzrokovatl.u ]edn?dzbama razhc}tlh tepmka kriginga.
kriginga je obiéni kriging. Stoga ¢e se razmotriti Usporedeni su racunski postupci kod jednostavnoga

kriginga (tehnike najboljega linearnoga procjenitelja)

ogranicavajuc¢i faktor koji se pojavljuje unutar tih bic Kriai hnik boli i
jednadzbi, nazvanim Lagrangeov multiplikator. te obicnoga kriginga (j[e nike najbojega linearnog
nepristranog procjenitelja).

Vratimo se u jednadzbe obi¢noga kriginga. Ako se
zadovolji uvjet da je zbroj svih teZinskih koeficijenata 4.1. Razlika varijanca procjene kod tehnika

Sve tehnike kriginga (osim jednostavnoga) imaju dodane
neki “faktor ograni¢enja” unutar sebe (engl. ,,constraint®)
kako bi se minimizirala pogrjeska o;(x), pa time postaju
nepristrane procjene. Takav faktor u pravilu bi trebao

Jednak 1 tada izraz 3.8 postaje: jednostavnoga i obiénoga kriginga

N2 =2Z) M+ y(Zi=2,) Ay +.. . +y(Z=2) A, + m =y(Z,-2) Ako se na temelju podataka iz slike 1 te lit.2 raspise
V2, =2) M+ y(Z,=2,) A+ (2, —=2Z) A, +m =y(Z, - 2) matri¢na jednadZba obi¢nog kriginga (formula 3.11)
,,,,,, dobiva se:

Y&y =2Z) A+ y(Z, =2) A+ A9, =Z,) A, +m =y(Z, - 2) 0 1265 2154 0,3805 8

Aitdpto 2, +0=1 1265 0 1442 04964 | | 566

01232 | | 1442 (1)

—0,9319 1

(3.10) 2154 1445 0
1 1 1

O = 2 -4

Ako sada sustav linearnih jednadzbi prikazemo

matri¢no dobiva se:
Odnosno za izra¢un matrice [B] vrijedi:

nz2,-2) H2,-2,) .. /(2,-2,) 1][h nZ,-2) -zal.red

W2,-2) 9(2,-2,) ... (2,-2) 1||%]| |1(Z,-2) 0-0,3805 + 12,65 - 0,4964 + 21,54- 01232 — 09319 = 8,001
= - te jednakoiza2., 3.i4.red.

nz,-2) 12,-2,) ... (2,-2,) 1||4| |1(Z,-2) Nadalje, varijanca obi¢nog kriginga se ra¢una prema:
1 1 1 0| [m 1

3.11) Oo =AY Zy=Z)+ Ay V(Zy = Z)+.. 4, y(Z,—2Z) + m 4.2

Broj tezinskih koeficijenata ovisi o broju kontrolnih  Varijanca iznosi ¢2=6,70 m?, pa standardna pogrjeska
tocaka i moze se Siriti na vrlo velike ulazne skupove, jeru  ¢=2,59 m. Zapazimo da je E A =1 (zbog zaokruzivanja
danasnje vrijeme racunalni programi uspjesno rjeSavaju
velike linearne sustave. Nakon odredivanja teZinskih
koeficijenata moguce je procjenu naciniti jednostavno
zbrajajué¢i utjecaj svih kontrolnih tocaka otezanih
pripadaju¢im Kkoeficijentima (skra¢eno prikazano u
jednadzbi 3.2) te se dobiva:

razlika iznosi +1 %o). Promotrimo sada ponasanje
gornje matri¢ne jednadzbe ako se zadrZi raspored
kontrolnih tocaka te vrijednosti tezinskih koeficijenata
kakvi su dani na slici 1, ali ako ih raspiSemo tehnikom
jednostavnog kriginga. Tada se dobiva:

0 1265 2154| (03805 8,939
1265 0 1442|-| 04964 |=| 65919 (4.3)
Izratun varijance procjene (kriginga) ukljucuje i 2154 1445 O 01232 15,3519
dodavanje Lagrangeovog multiplikatora te glasi:

Z=2,Z% dy 2yt 4A 2, 3.12)

Zapazimo kako su u takvom matriécnom racunu
promijenjene vrijednosti variograma udaljenosti od
kontrolnih toéaka do toc¢ke procjene, odnosno u
jednadzbi 3.3 vrijednosti matrice [B]. To znaci da bi se
promijenio polozaj tocke procjene u ravnini na slici 1, a
time bi porasla i varijanca procjene koja iznosi 02=7,631
m? (odnosno standardna pogrjeska 0=2,76 m).

0% =AY (Zy=Z) + Ay Y(Zy = Z)+.. A, y(Z, - Z)+m  (3.13)

Prikazane su dvije, mozda naj¢esce, tehnike kriginga.
No, opcenito kod svih linearnih varijanti tehnika kriginga
(u kojima se rjesavaju problemi optimizacije) sustav
pripadajué¢ih jednadzbi moze se podijeliti u dva dijela:
a) Kroz jedan dio jednadzbi ra¢una se prostorna
zavisnost (prostorna korelacija) mjerenih podataka, 4.2. Promjena vrijednosti tezinskih
najcesce koristeci variogram; koeficijenata kod jednostavnoga kriginga
b) Drugi dio jednadzbi sadrzava razne linearne
multiplikatore kojima se postize da je zbroj svih
tezinskih koeficijenata jednak 1.

Krenimo sada promotriti sljedeéi slucaj, a to je da su kod
jednostavnog kriginga zadrZani polozaji svih kontrolnih i
to¢ke procjene kao i kod obi¢nog kriginga. Time su

X zadrzane jednake variogramske vrijednosti izmedu svih
4. PRIMJERI IZRACUNA MATRICA to¢aka u obje promatrane tehnike kriginga. Jasno je da
KRIGINGA ée se tada promijeniti vrijednosti tezinskih koeficijenata

Kao ogledni polazni primjer izratuna matrica kriginga  kod jednostavnog kriginga, koji ¢e se racunati prema
preuzet je prostorni model podataka koji su prikazali sljedeéoj jednadzbi:
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0 1265 2154][4, 8,939
1265 0 1442|-|1,|=| 65919 (4.4)
2154 1445 0 ||4,| [153519

Kada se gornja matri¢na jednadzba raspise linearnim
izrazima dobiva se sustav:

12651, +21,54- 1, =8

12654, +14,45- 1, = 5,66 (4.5)
2154+ 1, +14,42- 1, = 14,42

Tezinski koeficijenti mogu se izraziti kao:

_8-2154-2, . 566-1445-1,
27 1265 ‘_ 12,65 (4.6)
4 1442-1442.2,
! 21,54

Nakon izra¢una koeficijenti iznose A, = 0,347; A, =
0,483; A; = 0,088 (zapazimo da je £A=0,918). To znaci
da matri¢na jednadzba jednostavnog kriginga za polozaj
to¢aka kakav je prikazan na slici 1 glasi:

0 1265 2154][0347 8,939
1265 0 1442|-| 0483|=| 65919 @.7)
2154 1445 0 ||0088| |153519

4.3. Izracun matrica obi¢noga kriginga kod
pravilnoga rasporeda kontrolnih toc¢aka uz
promjenu vrijednostima Lagrangeovog
multiplikatora

U ovome potpoglavlju upotrijebljen je novi raspored
kontrolnih toc¢aka (slika 2) te druge vrijednosti
variogramskog modela. Cilj analize bio je prikaz
promjene vrijednosti Lagrangeovog multiplikatora te
utjecaj takvoga postupka na procjenu.

Analizirani su sluéajevi s tri razli¢ite vrijednosti
multiplikatora. U prvomu Lagrangeova vrijednost iznosi
0,06, a preuzeta je iz objavljenoga primjera?. U sljedec¢a
dva izraCuna vrijednosti Lagrangeovog multiplikatora
iznosile su 0,9, odnosno -0,9. Te dvije vrijednosti
smatrane su pribliznim ekstremima koje ta varijabla
naj¢esce u praksi moze poprimiti.

Odabirom triju vrijednosti za jednake matri¢ne
jednadzbe Zeljelo se pokazati kako odabir vrijednosti
Lagrangeovog multiplikatora ima presudan utjecaj na
minimiziranje pogrjeSke kod izracuna vrijednosti u
toc¢ki. Racun je izveden ruc¢no, kako bi se mogle pratiti
promjene kroz matri¢ne i linearne jednadzbe kriginga
(jednadzbe 3.10 i 3.13). Analizirani raspored sadrzi 4
kontrolne tocke te se upotrebom obi¢noga kriginga
procijenila vrijednost u to¢ki smjeStenoj u sredistu
poligona (slika 2).

Na slici 2 oznacena je medusobna relativna udaljenost
kontrolnih to¢aka (50 m), na temelju koje su izracunate
variogramske vrijednosti. Takav variogramski model
ima sljedece vrijednosti:

* eksperimentalna krivulja aproksimirana je sfernim
modelom;

* prag modela je 1;
¢ doseg modela je 200 m;
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¢ odstupanje modela ne postoji (0).

4.3.1. Vrijednost Lagrangeovog multiplikatora 0,06
(kao u preuzetom primjeru)

U ovom potpoglavlju vrijednost Lagrangeovog
multiplikatora preuzeta je iz lit.3. Takva vrijednost
osigurava najmanju vrijednost varijance procjene
obi¢nim krigingom pa smo ju kao takvu raspisali kroz
jednadzbe te upotrijebili za kalibraciju ratuna s drugim
vrijednostima Lagrangeovog multiplikatora.

Matrica obi¢noga Kkriginga za ovaj slucaj izrazena
kovarijancama (inverzne su variogramu) glasi:

10 049 049 031 10| |025 0,63
049 10 031 049 10| (025 0,63
049 031 10 049 10|-/025|=|063 (4.8)
031 049 049 10 10| |025 0,63
10 10 10 10 00] |006 1,0

S obzirom da se radi o pravilnom rasporedu, unutar
matrice [A] te [B] (jednadZba 3.3) dobivene su konstantne
vrijednosti. Ako se matricna jednadZba raspiSe
linearnim izrazima dobiva se:

1-025 + 0,49-0,25 + 0,49-0,25 + 0,31- 0,25 + 0,06 = 0,6325
049-025+1-025+ 0,31-0,25 + 0,49- 0,25 + 0,06 = 0,6325
049-025+0,31-025 +1-0,25 + 0,49- 0,25 + 0,06 = 0,6325 (4.9)
031-0,25 + 0,49-0,25 + 0,49-0,25 + 1-0,25 + 0,06 = 0,6325
1-025+1x025+1-025+1-025+ 0-0,06 =1

Sada je moguce izracunati varijancu kriginga prema:

03 =0.25-063+ 025063+ 0.25-0.63+ 0.25-0.63 + 0.06 = 0.69
(4.10)

4.3.2. Vrijednost Lagrangeovog multiplikatora 0,9

U ovome primjeru za Lagrangeov multiplikator
odabrana je pozitivnha vrijednost 0,9. Tada matrica
kovarijanci glasi:

10 049 049 031 10| 025 1,47
049 10 031 049 10| |025 1,47
049 031 10 049 10|-025|=]|147
031 049 049 10 10| |025 1,47
10 10 10 10 00| | 09 10

(@.11)

Ponovno su unutar matrice [A] te [B] prikazane
konstantne vrijednosti, kao u potpoglavlju 4.3.1. Kada se
gornja matri¢na jednadzba raspiSe linearnim izrazima
dobiva se sustav:

1-025 + 0,49-025 + 0,49-0,25 + 0,31- 0,25 + 0,9 = 1,4725
049-025+1-0,25 + 0,31:0,25 + 0,49-0,25 + 0,9 =1,4725
049-025+0,31:025 +1:0,25 + 049-0,25 + 0,9 =1,4725
031-025 + 049-025 + 049-0,25 +1-0,25 + 0,9 =1,4725
1-025+1-025+1-025+1-025+0-09 =1

4.12)

Varijanca kriginga uz Lagrangeov koeficijent 0,9 iznosi:

0% =025-147 + 025 -147 + 0,25 -147 + 025 -147 + 09 = 1,2675
(4.13)
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4.3.3. Vrijednost Lagrangeovog multiplikatora -0,9 Gdje su:

U zadnjem primjeru za Lagrangeov multiplikator v - to¢na (ali stvarno nepoznata) sredina cijele populacije;
odabrana je negativna vrijednost od -0,09 (po uzoru na &) - pogrjeska normalizirana oko vrijednosti 0 na krivulji
sli¢nu vrijednost primijenjenu u potpoglavlju 4.1). Tada slucajne prostorne funkcije

matrica glasi: Stvarna vrijednost oé¢ekivanja (i) za mjerenu varijablu u
1,0 049 049 031 10| (025 -0,33 stvarnosti nam je nepoznata, pa se zato procjena
049 10 031 049 10| |025 ~033 pajéeéée r.adi t.el.mikom obié}}oga kri.gi.nga (umjestq
jednostavnim krigingom). U obi¢nom krigingu prostorni
049 031 10 049 10|-|/025|=|-033 (4.14) - - s Lo Tirn i . s
model rac¢una sredinu iskljuc¢ivo iz podataka koji se
031 049 049 10 10| |025 -0,33

nalaze u okolini tocke procjene. To je postupak
10 10 10 10 00f|-09 10 odredivanje tzv. lokalne sredine gdje se u svakoj to¢ki
mreze upotrebljava srednja vrijednost podataka
Kao i u prethodna dva primjera unutar matrica [A] i [B] obuhvacenih radijusom pretrazivanja. Nadalje, kod
izraCunate su konstantne Kkovarijance. Ako se gornja  primjene  kriginga dodatno se  pretpostavlja
matri¢na jednadzba raspiSe linearnim izrazima dobiva  stacionarnost 2. reda te se tada moze izradunati
se sustav: kovarijanca C, svojstvena procjeni Z(x). Ona se moze
izraziti kao:

1-0,25 + 0,49-0,25 + 0,49-0,25 + 0,31 0,25 + (-0,9) = —0,3275
0,49-0,25 +1-0,25 + 0,31-0,25 + 0,49- 0,25 + (—0,9) = —0,3275 C,(r,1,) = E[e(r) -(r,)] = Co(r,— 1) (5.2)
0,49-0,25 + 0,31-0,25 +1- 0,25 + 0,49- 0,25 + (—0,9) = —0,3275 Ao se kovarii o aci .
031-0,25 + 0,49- 025 + 0,49- 025 + 1-0.25 + (~09) =— 0,3275 o se kovarijanca zamijent variogramom stacionarnos
se moze izraziti kao:
1-025+1:-025+1-025+1-025+0-(—0,9) =1
1
@19 yalnn) =5 Eletr) —e)] =v2(-r.) (5.3)

Pripadajuéa varijanca tada je negativna (Sto je ] ) ) )
matematicki nemoguce, pa je i Lagrangeov multiplikator Pretpostavimo mniz od N mjerenja Z(x,)...Z(x,) na

neispravan) iznosi: poznatim lokacijama x;...x,. Ako se iz tih podataka Zeli
, obi¢nim krigingom procijeniti vrijednost varijable Z (Z)
0ok =025-(-03275) + 025 -(-0,3275) + 0,25 -(-0,3275) + na nekoj neuzrokovanoj lokaciji x, trebaju se zadovoljiti
0,25 -(—0,3275) + (—0,9) = —0,982 tri uvjeta:
(4.16) 1. Z treba biti linearan i izra¢unat iz niza Z(y,)...Zy )

Iz sva tri primjera prikazana u potpoglavlju 4.3 jasno je 2.7 je nepristrana procjena;

kako je vrijednost Lagrangeovog koeficijenta 0,06 (kako 3. 7 minimizira vrijednost srednje kvadratne pogrjeske
je navedeno u lit.? i prikazano na slici 2) a to je upravo ta L Kk E[Z( . 2( )]2

vrijednost gdje je varijanca kriginga minimalna. Nacin lzrazenc kao Xo Xol] -

izbora opdéenito najprimjerenije vrijednosti Lagrange- Linearnost (uvjet 1) se postize ako je zadovoljen izraz
ovog koeficijenta, analizirani su kroz sljedeéa poglavlja, PO
odnosno diskusiju i zakljucke izvedene iz analize. Z= 2 At Z(n).
i=1
5. DISKUSIJA O MATEMATIéKOM Nepristranost (uvjet 2) je zadovoljena ako vrijedi:
ZNACENJU LAGRANGEOVOG . i i n
MULTIPLIKATORA E[2)] = u= =34 EZ0)]> u= 24 u= 21, =1 64)
i=1 i=1 i=1

Iz rezultata u poglavlju 4 vidljivo je kako prilikom o o ) N ) )
upotrebe obi¢noga kriginga, kao statisti¢kog postupka ~ Minimiziranje pogrjeske (uvjet 3) zahtijeva odredivanje

procjene, odredivanje Lagrangeovog multiplikatora ima ~ najboljih mogucih vrijednosti koeficijenata 2,, ....A, te
presudnu vaznost na konacni rezultat. Lagrangeovog parametra 2m. Njihova optimizacija moze
se izraziti za svaku to¢ku procjene u obliku funkcije

Ispravne vrijednosti u oba primjera obi¢noga kriginga,
gdje je taj multiplikator upotrijebljen za minimiziranje
varijance procjene, bile su drugacije - jedna negativna n 2 n
(-0,9319), a druga pozitivna (0,06). Dokaz o odabiru L=E(Z(xo)—zl,--2(x,-)) —2m-(2/1,- —1) L0 (5.5)
ispravne vrijednosti prikazan je variranjem vrijednosti = =
multiplikatora kroz matrice u potpoglavlju 4.3.
Odstupanjem od najprimjerenije vrijednosti varijanca
procjene c¢e rasti (potpoglavlje 4.3.2) ili postati
(potpoglavlje 4.3.3) negativna (matemati¢ki neispravno).

L(A,..... A, m):

Optimizacija koeficijenata (,,...,A,) i Lagrangeovog (m)
parametra postize se rjeSavanjem diferencijalne
jednadzbe .

Ako se vratimo na osnovnu matricnu jednadzbu
kriginga (jednadzba 3.3) te ju prikazemo preko
kovarijanci tada ona glasi:

Promotrimo jo$ jedanput matematicko znacenje
Lagrangeovog multiplikatora u jednadzbama obi¢noga
kriginga. Vrijednosti u to¢ki procjene moze se prikazati
kao: C-1,=C, (5.6)

Z(r) = u+er) (6.1) Vrijednosti C i C, mogu se matri¢no prikazati kao:
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co CZ-2z) .. CZ-Z) 1
cz,-z) 0O cz,-2,) 1
Cc= (5.7)
cz,-z) ©Z,-z) .. C0O 1
1 1 1 0
cz,-2)
cZ,-2,)
c, = .. (5.8)
cz,-2,)

1

Ocekivani tezinski koeficijenti za tocku, izraZeni preko
jednadzbe 5.6, glase:

l,=C"-C, (5.9)

A procjena u odabranoj toc¢ki je:

Z(x,) = Ay Z(x) ..+ Ay - Z(X,) (5.10)
Optimalni tezinski koeficijenta te primjereni Lagrangeov
multiplikator rezultirat ¢e u izra¢unu najmanje moguce
standardne pogrjeske kriginga prikazane kao:

o(x,) =C(0)—A'"-c,+m

6. ZAKLJUCAK

U prethodnim poglavljima pokazali smo zasto je tehnika
obi¢noga kriginga primjerenija za interpolaciju to¢kastih
podataka nego li osnovna tehnika jednostavnoga
kriginga. Nadalje, u nekim ranijim radovima koji su
prikazali upotrebu metode kriginga na naftnogeoloSkim
podatcima  (poroznost) izmjerenim u leziStima
ugljikovodika u hrvatskom dijelu Panonskoga bazena
dokazano je kako su geostatisticka interpolacija (pa i
stohasticka procjena) najprimjereniji pristup za
kartiranje geoloskih varijabli (npr. literatura ! 8 9. 10.12),

(5.11)

Takoder, na temelju tih i drugih analiza zakljuceno je
kako za primjerenu upotrebu metoda kriginga broj
ulaznih podataka treba biti veci od 10, pa i 15 tockastih
vrijednosti. No, reprezentativni statisticki uzorak u
analizi geoloskih varijabli svakako bi trebao sadrzavati
30 ivise toc¢kastih vrijednosti. To znaci da teSko mozemo
zakljuciti o  stvarnome ocekivanju populacije
predstavljene mjerenim vrijednostima, te je moguce
jedino upotrebljavati tzv. lokalnu srednju vrijednost
podataka ukljucenih kroz radijus pretrazivanja ¢vrstih
podataka oko tocke procjene. To isti¢e kao primjerenu
tehniku obi¢noga kriginga.

Zbog toga treba s najve¢om paznjom prouciti
parametre uklju¢ene u jednadzbu te tehnike. Veéina njih
standardna je za matri¢ni prikaz metode kriginga, ali se
javja i jedan dodani ¢lan nazvan linearnim
multiplikatorom Lagrangea. Njegovu ulogu i vaZnost
prikazali smo u prethodnim poglavljima. Jos$ jedino
nismo odgovorili na pitanje kako se izra¢unava
najprimjerenija vrijednosti toga parametra (m), odnosno
vrijednost koja ée u konacnici rezultirati minimalnom
varijancom Kriginga.

Odgovor na to trazili smo u slu¢ajnom uzorkovanju iz
skupa moguéih (ocekivanih) vrijednosti te veli¢ine.
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Pokazali smo da ta vrijednost moze biti i negativnha no
vrijednosti varijance kriginga to ne mogu biti (inace je
rac¢un besmislen). Nadalje, ako slu¢ajno uzorkujemo tu
vrijednost iz nekoga intervala (npr. [-1,1]) ve¢im brojem
pokuSaja jedna od njih ¢ée rezultirati u najmanjoj
varijanci kriginga. Nac¢in kako odrediti Sirinu intervala
uzorkovanja i njihov broj moze se prikazati kroz cetiri
koraka (slika 3):

1. Iskustveno smo odredili da bi numeric¢ki interval u
kojem mozemo ocekivati vrijednost Lagrangeovog
multiplikatora priblizno trebao biti [-1,1]. Takoder,
ponekad ta velicina mozZe biti vrlo bliska vrijednosti O
(kako je to prikazano). Zato je pocetna vrijednost za gen-
erator slucajnih brojeva Lagrangeovog multiplikatora
postavljena na 0,01.

2. U sljedeé¢em koraku (veli¢ina koraka bila bi 0,05) ta
vrijednost smanjena je, te prelazi u negativno podrudje.
Izra¢unata je ponovno pripadajuéa varijanca kriginga i
zabiljeZzena. Takav postupak bio bi ponavljan sve dok
varijanca Kkriginga ne bi postala negativha. Na tom
negativnom intervalu vrijednosti m bila bi izdvojena ona
s najmanjom varijancom (slika 3 lijevo).

3. Tada bi vrijednost m=0,01 bila uvecana za korak
0,05 u pozitivnom smjeru, ponovno prateé¢i smanjuje li
se vrijednost varijance. Ako da, nastavilo bi se s njezinim
izracunom dok se ne zabiljeZi njezin porast i na taj na¢in
bio bi odreden njezin minimum (nakon prvoga porasta,
slika 3 desno).

4. Vazno je upamtiti, ako izrac¢unom za prvi pozitivni m
varijanca odmah pocinje rasti, tada se mozZe smatrati da
je minimum varijance kriginga odreden u negativnom
podrudju i postupak se moze prekinuti (slika 3 lijevo).

Vjerujemo kako gornja 4 pravila u potpunosti
zadovoljavaju ispravan postupak odredivanja vrijednosti
Lagrangeovog multiplikatora u jednadzbama obi¢noga
kriginga, odnosno primjenu te tehnike kao jedne od
najboljih interpolacijskih pristupa za Kkartiranje
geoloskih varijabli.

ZAHVALA

Rad predstavlja teorijsku analizu geomatemati¢kih
metoda na¢injenu u 2008. godini u okviru dva projekta:

- Stratigrafska i geomatemati¢ka istrazivanja
naftnogeoloskih sustava u Hrvatskoj* (broj
195-1951293-0237) financiranog od  strane
Ministarstva znanosti, obrazovanjaisporta RH;

- ,Unaprijedivanje geoloskih interpretacijskih metoda
u cilju poveéanja iscrpka unutar pjescenjackih
leziSta“, financiranog i poduprtog od strane INA-e
d.d. Projekt je suradnja Sektora za razradu (INA) i
Zavoda za geologiju igeoloSko inZenjerstvo (RGNF).

K2
”Q

Autori:

Tomislav Malvié, Dr. sc., dipl. ing., INA-Naftaplin, Sektor za razradu,
savjetnik, tomislav.malvic@ina.hr

Davorin Bali¢, dipl. ing., INA-Naftaplin, Sektor za razradu, Sluzba za
geolosku razradu lezita, inzenjer za razradu leZista, davorin.balic@ina.hr

43



