Prethodno priopéenje
UDK: 330.138.11:330.4

Doc. dr. sc. Ilko Vranki¢
Mario UdZenija, dipl. oec.

HOMOTETIJA IZOKVANTI I SEPARABILNOST TROSKOVA

HOMOTHETICITY OF ISOQUANTS
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SAZETAK: U ovom se radu povezuje proporcionalna promjena faktora proizvodnje i
ekonomska efikasnost. Konstantni prinosi i strogo rastuce transformacije koje ne mijenjaju
izgled mape izokvanti omogucéavaju jednostavno izvodenje multiplikativno separabilne
funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih tro§kova. Dualne veze okrecu slijed misli i mul-
tiplikativna separabilnost opisuje homotetiju u proizvodnji.
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ABSTRACT: This article delivers the relationship between the proportional variation
of factors of production and economic efficiency. Constant returns to scale and positive mo-
notonic transforms that preserve the appearance of isoquant map enable simple derivation
of multiplicatively separable cost function. The duality between cost and production func-
tions reverses the stream of thoughts and multiplicative separability describes homothetic-
ity in production.
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1. UVOD

Homoteti¢ne funkcije proizvodnje krasi nepromjenjivost nagiba nivo linija s obzi-
rom na radijalne ekspanzije ili kontrakcije /7/. Za njih su funkcije minimalnih ukupnih
ekonomskih troSkova multiplikativno separabilne /4/. Separabilnost zauzima vazno mjesto
u ekonomskoj analizi i vrijedi obrat prethodno navedenog rezultata /1/. Ti se rezultati u
ovom radu sagledavaju polaze¢i od ekonomskih fenomena. Osnovu analize Cine dualne
veze izmedu funkcije proizvodnje i funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troskova /2,
3,5,6,8/.

Vazno mjesto medu alatima analize zauzimaju planske krivulje dugoro¢nih troskova.
Oblici tih krivulja se opravdavaju prinosima s obzirom na proporcionalne promjene utrosaka.
Pritom izostaju eksplicitne pretpostavke o svojstvima tehnologije na koje se oslanjamo.
U ovom se radu ta svojstva izvode polazeéi od konstantnih prinosa. Elegantna poopcenja
opisuju svojstva proizvodne funkcije i funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troskova.
Doprinosi se ocituju u povezivanju dualnih svojstava alternativnih nacina opisa tehnologije.
Pritom se istie obostrana veza ekonomskih fenomena i poznatih matematickih rezultata
koji se prikazuju u novom svjetlu.

Promjena proizvodnje i ekonomska efikasnost nameéu putovanje po krivulji ekspan-
zije proizvodnje koja povezuje ekonomski efikasne kombinacije ¢imbenika proizvodnje
za razlicite razine proizvodnje. U ovom radu povezivanje dugoro¢nih prosjecnih troskova
i prinosa s obzirom na proporcionalne promjene utroSaka pretpostavlja homotetican oblik
funkcije proizvodnje. Pretpostavka o homoteti¢nosti ima znacajne posljedice u empirijskoj
analizi troSkova. U razotkrivanju oblika funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troskova
polazimo od konstantnih prinosa s obzirom na proporcionalne promjene utroSaka i do-
kazujemo da grani¢na stopa tehnicke supstitucije ne ovisi o koli¢ini proizvodnje. Strogo
rastuée transformacije linearno homogene proizvodne funkcije ne mijenjaju izgled sli¢nih
izokvanti na osnovi kojih izvodimo multiplikativno separabilnu funkciju minimalnih ukup-
nih ekonomskih tro$kova. Dualnost izmedu proizvodnje i troskova okrece slijed misli i
omogucava obrat izvedenih zakljucaka.

2. HOMOTETICNA FUNKCIJA PROIZVODNJE

Podimo od stajaliSta da tehnologiju opisuje strogo rastuca i striktno kvazikonkavna
funkcija proizvodnje. Iz ovih svojstava proizlaze striktno konveksne i negativno nagnute
izokvante. Negativna nagnutost izokvante znaci da smanjenje utroska rada kompenzira-
mo povecanjem utroSka kapitala. Svaka izokvanta obrubljuje odgovarajuci skup zahtjeva
za faktorima proizvodnje. MoZemo reci da za zadanu proizvodnju izokvanta sadrZi sve
tehnoloski efikasne kombinacije faktora proizvodnje. Koju od njih izabire ekonomski efika-
sno poduzece dobijemo rjeSavanjem problema minimizacije ukupnih ekonomskih troskova
za danu razinu proizvodnje,

cw,r,y)= {nK1>I(1) wL +rK

f(L,K)=y.
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Varijable odlucivanja su rad i kapital, L, K, a medu parametrima se uz zadanu
proizvodnju, y, pojavljuju cijene faktora proizvodnje, w, r, na koje u savrSenoj konkurenciji
poduzece nema utjecaja. Dijeljenjem najmanjih ukupnih ekonomskih troSkova i koli¢ine
proizvodnje dobijemo plansku krivulju dugoro¢nih prosjecnih troskova koje se oblik slova
u opravdava prinosima s obzirom na proporcionalne promjene utroSaka. Pritom se u li-
teraturi neopravdano zanemaruje zakrivljenost krivulje ekspanzije proizvodnje. Da bismo
egzaktno utvrdili vezu izmedu svojstava tehnologije i oblika krivulja troSkova promotrimo
najprije konstantne prinose s obzirom na proporcionalne promjene utroSaka ili razmjer.
Proporcionalna promjena utroSaka uzrokuje upravo proporcionalnu promjenu proizvodnje i
kazemo da tehnologiju opisuje linearno homogena funkcija proizvodnje,

FALAK)=Af(L,K),A > 0.

Takva tehnologija ima vrlo zanimljiva geometrijska svojstva koja namecu vazna
ogranicenja u empirijskoj analizi troSkova. Istodobno geometriju prate neizostavne eko-
nomske interpretacije. Vazno je pitanje utroska kapitala koji nadoknaduje jednu malu jedi-
nicu utroska rada i odrZava proizvodnju. Prepoznajemo grani¢nu stopu tehnicke supstitucije
koju zorno predocava nagib izokvante. Kako je grani¢na stopa tehnicke supstitucije jednaka
odnosu grani¢nih proizvodnosti ispitujemo utjecaj proporcionalne promjene rada i kapitala
na grani¢ne proizvode. Poveca li se polazni utroSak rada za jedan, proporcionalni se utroSak
rada poveca za faktor proporcionalnosti kojim mnoZzimo grani¢ni proizvod rada da bismo
dobili promjenu proizvodnje,

Af, (AL, AK) = Af,(L,K),A>0.
Heuristicka se argumentacija oslanja na poistovjedivanje diferencijala i stvarne

promjene vrijednosti funkcije. Prema tome proporcionalna promjena faktora proizvodnje
ne utjece na granicni proizvod rada,

f,(AL,AK) = f,(L,K),A>0.

Zamijenimo li u analizi rad kapitalom vidimo da je i grani¢ni proizvod kapitala imun
na proporcionalne promjene faktora proizvodnje,

f AL, AK) = £, (L,K),A>0.

Primijetimo da su grani¢ni proizvodi o¢uvali homogenost koje se stupanj smanjio za
jedan. Sli¢no smo mogli potvrditi opéenitiji rezultat o stupnju homogenosti parcijalnih de-
rivacija homogene funkcije /4/. 1z prethodne dvije jednakosti proizlazi da uz istu kapitalnu
opremljenost rada grani¢na stopa tehnicke supstitucije ne ovisi o koli¢ini proizvodnje,

f(AL,AK) _ f,(L,K)
feALAK)  f (LK)

MRTS(AL,AK)= MRTS(L,K).

Prema tome izokvante povezuje centralna projekcija, pa govorimo o medusobno
sli¢nim ili radijalno paralelnim izokvantama.
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Slika 1. Homotetija i slicne izokvante

Ovdje smo radi jednostavnosti posli od linearno homogene funkcije proizvodnje.
Poopéenje vodi prema homoteticnim proizvodnim funkcijama. Dobivamo ih strogo
rastuéim transformacijama linearno homogene funkcije i dopuStamo, pored konstantnih,
rastuce 1 opadajuce prinose. Pritom ne mijenjamo opis tehnologije mapom izokvanti kojima
pridruzujemo transformirane razine proizvodnje. Kako mozemo razmisljati i u obrnutom
smjeru sli¢nost je izokvanti ili nepromjenjiva granicna stopa tehnic¢ke supstitucije za istu
kapitalnu opremljenost rada alternativni nacin opisa homoteticne funkcije proizvodnje.
Svoj naziv duguje preslikavanju sli¢nosti koje se jo$ naziva i homotetija.

3. MULTIPLIKATIVNO SEPARABILNA FUNKCLJA
TROSKOVA

U opisu ravnoteZe ekonomski efikasnog poduzeca istice se jednakost granicne stope
tehniCke supstitucije i odnosa cijena faktora proizvodnje. Ta jednakost s izokvante koja
predocava jedini¢nu proizvodnju izdvaja ekonomski efikasnu kombinaciju faktora proizvod-
nje na osnovi koje racunamo minimalne ukupne ekonomske troskove.
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Slika 2. Proporcionalna promjena faktora proizvodnje i ekonomska efikasnost

Napomenimo da su L(w, 1, y) i K(w, r, y) rjeSenja problema minimizacije ukupnih
ekonomskih tro§kova za danu razinu proizvodnje, y. Pritom se g(y) odnosi na transformi-
rane koli¢ine proizvodnje koje ¢e kasnije do¢i do izraZaja. Ekonomski efikasna kombina-
cija faktora proizvodnje i minimalni ukupni ekonomski troSkovi ovise o cijenama faktora
proizvodnje koje odreduju savrSeno konkurentna trziSta rada i kapitala,

cow,r,1)=wL(w,r,1)+rK(w,r,1).

Za konstantne je prinose s obzirom na razmjer faktor proporcionalne promjene op-
timalnih utroSaka rada i kapitala jednak proizvoljno izabranoj razini proizvodnje. Pritom
grani¢na stopa tehnicke supstitucije ostaje ista i Cuva se uvjet ekonomske efikasnosti.

cw,r,y)=wL(w,r,y)+rK(w,r,y).

Konstantni prinosi s obzirom na razmjer omogucavaju da povecanje proizvodnje prati
upravo proporcionalna promjena rada i kapitala,

cw,r,y)=wyL(w,r,1)+ryK(w,r,1).
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Minimalne ukupne ekonomske troskove prikazujemo u obliku produkta dane proizvod-
nje i minimalnih ukupnih ekonomskih troskova pri jedini¢noj proizvodnji,

cw,r,y)=ywL(w,r,1)+rK(w,r,1)),

c(w,r,y)=yc(w,r,1).

KaZemo da je funkcija minimalnih ukupnih ekonomskih troSkova multiplikativno se-
parabilna jer se proizvodnja i cijene pojavljuju u zasebnim faktorima.

Prethodni rezultati o linearno homogenim proizvodnim funkcijama elegantno se
poopcéavaju na homoteti¢ne funkcije proizvodnje. Kako je homoteti¢na funkcija proizvod-
nje strogo rastuca transformacija linearno homogene funkcije zapiSimo je u obliku kompo-
zicije g o f gdje je g strogo rastuca, a f linearno homogena funkcija. Problem kojeg sada
rjeSavamo je

c(w,r,u)=min wL + rK
L,K>0

g(f(L,K)) = u.

Kako bismo iskoristili prethodne nalaze o linearno homogenim proizvodnim funkcija-
ma promotrimo odgovarajuée probleme u kojima se nalaze transformirane koli¢ine proizvod-
nje:

c(w,r,g(y)) = min wL +rK

g(f(L,K)=g(y)

c(w,r,g(1)) = min wL +rK
L,K>0
g(f(L,K)) = g(1).
Prethodna smo dva problema ve¢ rijesili i povezuje ih jednakost

c(w,r,g(y)) = yc(w,r, g(1)).
Supstitucijom g(y) = u iz koje slijedi y = g(u) dobivamo
cow,r,u)= g (w)c(w,r, g(1)).

Preimenujmo varijable i zaklju¢imo da homoteti¢nu funkciju proizvodnje krasi multi-
plikativno separabilna funkcija minimalnih ukupnih ekonomskih troskova,

cw,r,y) =g ' (Velw,r, g()).

Primjetimo da smo na mjestu drugog faktora mogli zadrzati minimalne ukupne
ekonomske troSkove za jedini¢nu proizvodnju i prvotnu proizvodnu funkciju. Dobiveni
poznati rezultat opravdali smo na drugaciji nacin svodenjem opéeg problema na jedno-
stavniji.
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4. DUALNOST PROIZVODNJE I TROSKOVA

Uvjeti regularnosti od kojih polazimo u opisu funkcije proizvodnje omoguéavaju
izvodenje funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troSkova koje su svojstva priklad-
no polaziste u empirijskoj analizi. Polazimo od stajalista da je c¢(w,r,y) neprekidna, strogo
rastuca i neogranicena odozgo u y, rastuca, linearno homogena, konkavna i diferencija-
bilna u (w,r). Za homoteti¢nu proizvodnju ta su ogranicenja stroza i nalazu prikazivanje
minimalnih ukupnih ekonomskih troSkova u obliku produkta funkcije koja ovisi o razini
proizvodnje, 4(y) i funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troskova za fiksnu koli¢inu
proizvodnje, e(w,r)

cw,r,y)=h(y)e(w,r).

Iz svojstava funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troskova slijede ogranicenja
na faktore od kojih je prvi strogo rastuca funkcija. Dualnost izmedu proizvodnje i troSkova
okrece slijed misli kojeg je rezultat jo§ jedan opis homoteti¢nosti u proizvodnji. Svojstva
funkcije mimimalnih ukupnih ekonomskih troskova o kojima smo govorili pretpostavke su
iz kojih izvodimo homoteti¢nu proizvodnu funkciju. Proizvoljna kombinacija rada i kapi-
tala ne moZze biti jeftinija od ekonomski efikasne kombinacije na odgovarajucoj izokvanti.
Istodobno sama minimizira ukupne ekonomske troSkove pri odgovarajué¢im cijenama fak-
tora proizvodnje. Zbog monotonosti funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troskova
funkciju proizvodnje dobijemo iz sljede¢eg problema semiinfinitne optimizacije:

F(L,K)= max y
y2
wL+rK > c(w,r,y),Yw,r >0.

Koli¢ina proizvodnje u problemu minimizacije ukupnih ekonomskih troskova za danu
razinu proizvodnje postaje varijabla odlu¢ivanja u dualnom problemu koji istice alternativ-
ne nacine opisa tehnologije. Time isticemo jedan od mogudih pristupa dualnosti u analizi
ekonomskih fenomena. Multiplikativna separabilnost od koje polazimo u opisu funkcije
minimalnih ukupnih ekonomskih troSkova znatno olakSava rjeSavanje tog problema koji
sadrZi beskona¢no mnogo ogranicenja,

wL+rK 2 h(y)e(w,r),Vw,r >0,

wL +rK

h(y) S ———,Vw,r>0,
e(w,r)

y<h’1(WL+rK),‘v’w, 50
e(w,r)

Kako je y ograni¢en odozgo nizom brojeva onda mora biti ogranic¢en odozgo i s naj-
manjim od njih,

y=F(L.K)=mini (LK

w,r>0 g(W, r)
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Kako strogo rastuée transformacije ne utjeCu na optimalno rjeSenje problem mozemo
zapisati u sljede¢em obliku:

y=F(L.K)= " (min VLK
w,r>0 e(w’ r)

Znamo da je inverz strogo rastuée funkcije takoder strogo rastuéa funkcija. Istodobno
je izraz u zagradi linearno homogena funkcija rada i kapitala i prethodna jednakost opisuje
homoteti¢nu funkciju proizvodnje. Time smo dokazali da je uz dane pretpostavke o funkciji
minimalnih ukupnih ekonomskih troskova, koje uklju¢uju multiplikativnu separabilnost,
izvedena funkcija proizvodnje homoteti¢na. Doprinos ovog dokaza se o€ituje u primjeni
dualnosti funkcije proizvodnje i funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troskova koja
isti¢e njihove funkcionalne oblike.

Do istog zakljucka dolazimo slijedeci krivulju ekspanzije proizvodnje na koju nas
smjestaju funkcije uvjetne potraznje za faktorima proizvodnje. Njih otkriva Shepardova
lema:

Lw,7,y) = ac(”;;v” D _ y) 8e(av:: ),
K(w.r.y)= ac(v;,rr, y) — h(y) ae(aw;, r) '

Dijeljenjem dobijemo da odnos optimalnih utroSaka faktora ne ovisi o koli¢ini proiz-
vodnje,

de(w,r)
Kw,r,y)  or
L(w,r,y) ~ de(w,r)’
ow

Prema tome promjena proizvodnje ne utje¢e na kapitalnu opremljenost rada i kri-
vulja ekspanzije proizvodnje je linearna. Linearne krivulje ekspanzije proizvodnje opisuju
homoteti¢nu proizvodnu funkciju i promjenu proizvodnje prate proporcionalne promjene
rada i kapitala. Primjetimo da smo povezali multiplikativno separabilnu funkciju troskova i
oblik izokvanti na nacin koji isti¢e ekonomska svojstva tehnologije. U tom je slucaju oprav-
dano povezivati oblike krivulja troSkova u dugom roku i prinose s obzirom na razmjer.

5. ZAKLJUCAK

Sli¢nost izokvanti alternativno opisuje homoteti¢nost proizvodnje i omogucava jed-
nostavno izvodenje multiplikativno separabilne funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih
troSkova. Srz tih razmatranja ocituje se u Cinjenici da su ekonomski efikasne kombina-
cije faktora proizvodnje medusobno proporcionalne. Dualne veze izmedu proizvodnje i
troSkova omogucéavaju dva smjera slijeda misli i sam pogled na oblik funkcije minimalnih
ukupnih ekonomskih troskova govori o svojstvima tehnologije. Vezu izmedu multiplikativ-
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ne separabilnosti troSkova i homotetije u proizvodnji ucvrstili smo s dva dokaza. Prvi nas
je doveo do strogo rastuce transformacije linearno homogene funkcije, a drugi do linearne
krivulje ekspanzije proizvodnje.
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