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U!INAK SUPSTITUCIJE I U!INAK UDALJENOSTI

SUBSTITUTION AND DISTANCE EFFECT

SAŽETAK: Suvremeni zakon potražnje sažeto opisuje jednadžba Slutskog koja 

razlu!uje u!inak supstitucije i u!inak dohotka. Pritom promjenu realnog bogatstva izraženu 

promjenom izdataka opisuje Shepardova lema. Promjenu izdataka u dualnom prostoru 

zamjenjujemo promjenom udaljenosti, koju opisuje Shepard-Hanochova lema. U ovom se 

!lanku iznosi izvorna heuristi!ka argumentacija Shepardove leme i Shepard-Hanochove 

leme i nadopunjava dualnost izdataka i udaljenosti. Iz te dualnosti proizlazi nova mjera 

promjene blagostanja važna u numeri!koj analizi inverznih funkcija potražnje. Potvrdu 

izloženih intuitivnih razmatranja sažima dualna jednadžba Slutskog koja opisuje dualni 

zakon potražnje.

KLJU!NE RIJE!I: Shepardova lema, Shepard-Hanochova lema, krivulja ekspan-

zije cijena, promjena blagostanja, dualni zakon potražnje. 

ABSTRACT: The Slutsky Equation summarizes the modern Law of Demand in by 

decomposing the total effect of  price change into the substitution and income effect. At 

the same time Shepard’s lemma describes the real income change through the expendi-

tures change. In dual space the Shepard-Hanoch lemma describes the distance change. The 

original argumentation of Shepard’s lemma and Shepard-Hanoch lemma supplements the 

duality between expenditure and distance function. This duality delivers a new measure 

of welfare change in numeric analysis of inverse demand functions. Intuitive analyses are 

summarized by the dual Slutsky equation which describes the dual law of demand.

KEY WORDS: Shepard’s lemma, Shepard-Hanoch lemma, price expansion curve, 

welfare change, dual law of demand.
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1. UVOD

Prema klasi!nom zakonu potražnje pove anje cijene smanjuje koli!inu koju potroša! 

kupuje. Iznimke o kojima govori Marshall nazivamo Giffenovim dobrima /6/. Takva su do-

bra poticaj za preispitivanje analize koja uzima u obzir u!inak supstitucije, ali zanemaruje 

u!inak dohotka. Oba u!inka objedinjava jednadžba Slutskog koja sažeto opisuje suvremeni 

zakon potražnje /2, 5/. Pri odre"ivanju u!inka dohotka središnje mjesto zauzima Shepar-

dova lema /4, 7, 8, 9/. U dualnom prostoru prikladno je umjesto u!inka dohotka promatrati 

u!inak udaljenosti /3/. Promjenu udaljenosti opisuje Shepard-Hanochova lema /1, 10/.

Linearna homogenost funkcije izdataka motivacija je za uvo"enje funkcije udalje-

nosti i inverznih kompenziranih funkcija potražnje. U primarnom prostoru smjer indife-

rencije odre"uje normalizirane cijene pri kojima su za zadanu razinu korisnosti normali-

zirane koli!ine najjeftinije. Na takav na!in u dualnom prostoru dobivamo kompenzirane 

funkcije potražnje. Poistovjetimo li aktivnog i pasivnog potroša!a, smjer indiferencije i 

zraka iz ishodišta koju odre"uju nove cijene opisuju normalizirane cijene. Interpretacijom 

funkcije izdataka kao funkcije udaljenosti dobivamo minimalne izdatke pri novim cijena-

ma i ukupnu promjenu izdataka. Povratak u primarni prostor i zamjena dualnih varijabli 

odre"uju ukupnu promjenu udaljenosti. U analizi funkcija potražnje promjena izdataka 

mjeri promjenu blagostanja i središnje mjesto zauzima Shepardova lema. Inverzija varijabli 

u žarište smješta Shepard-Hanochovu lemu i u!inak dohotka zamjenjuje u!inkom udaljeno-

sti. Pritom funkciju udaljenosti interpretiramo kao funkciju izdataka za indirektnu funkciju 

korisnosti i intuitivno potvr"ujemo sadržaj Shepard-Hanochove leme. Pove a li se koli!ina 

nekog dobra za malu jedinicu, pove anje realnog bogatstva potroša!a mjeri cijena koju 

pla a. Kako bismo razlu!ili u!inak supstitucije od u!inka udaljenosti najprije putujemo po 

indirektnoj krivulji indiferencije i pove anje cijene relativno oskudnijeg dobra kompenzi-

ramo smanjenjem cijene drugog dobra. O ukupnom u!inku odlu!ujemo na osnovi utjecaja 

proporcionalne promjene koli!ina na normalizirane cijene pri kojima ih potroša! kupuje i 

putovanje nastavljamo po krivulji ekspanzije cijena. Nova klasiÞ kacija dobara vodi prema 

dualnom zakonu potražnje kojeg sažeto opisuje dualna jednadžba Slutskog. Isti!emo novu 

mjeru promjene blagostanja koju opisuje dualna kompenzirana krivulja potražnje.   

U odnosu na postoje u znanstvenu literaturu nudimo uvjerljiviju motivaciju za deÞ ni-

ciju funkcije udaljenosti. Izvorni pristup omogu ava originalnu argumentaciju sadržaja She-

pardove i Shepard-Hanochove leme i potvr"uje intuitivnu predodžbu promjene bogatstva 

potroša!a. Isti!emo da je u analizi inverznih funkcija potražnje umjesto o u!inku dohotka 

bolje govoriti o u!inku udaljenosti. Nudimo novu klasiÞ kaciju dobara i intuitivnim razma-

tranjima potvr"ujemo dualnu jednadžbu Slutskog koja opisuje dualni zakon potražnje. Teo-

rijske znanstvene doprinose nadopunjavamo novom mjerom promjene blagostanja za koju 

vjerujemo da  e zauzeti važno mjesto u empirijskoj analizi inverznih funkcija potražnje.

2. FUNKCIJA UDALJENOSTI I INVERZNE KOMPENZIRANE 
FUNKCIJE POTRAŽNJE

Indirektna krivulja indiferencije sadrži kombinacije normaliziranih cijena za koje je 

maksimalna korisnost potroša!a jednaka. Istodobno su minimalni izdaci za razinu kori-
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snosti koju opisuje jedini!ni. Proporcionalnom promjenom cijena koje su izvan indirektne 

krivulje indiferencije vra amo se natrag i faktor je proporcionalnosti recipro!an minimalnim 

izdacima zbog linearne homogenosti funkcije izdataka. Možemo re i da funkcija izdataka 

mjeri udaljenost vektora cijena od indirektne krivulje indiferencije. Zamijenimo li dualni pro-

stor, kojeg opisuju cijene, p = (p
1
, p

2
), primarnim, kojeg opisuju koli!ine, x = (x

1
, x

2
), na isti 

na!in možemo izmjeriti udaljenost bilo koje košare dobara od zadane krivulje indiferencije, 

d(x,u). Sada se proporcionalno mijenjaju koli!ine i putujemo po zraci iz ishodišta (slika 1).

Slika 1. Funkcija udaljenosti i inverzne kompenzirane funkcije potražnje

Podsjetimo da funkciju izdataka, e(p,u), izvodimo iz modela minimizacije izdataka za 

zadanu razinu korisnosti, u,

pri !emu je u(x) funkcija korisnosti koja opisuje subjektivne preferencije potroša!a. Kako 

bismo pronašli problem optimizacije iz kojeg izvodimo funkciju udaljenosti povucimo tan-

gentu na krivulju indiferencije na mjestu kojeg odre"uju normalizirane koli!ine. Tangenta 

odre"uje cijene pri kojima su za zadanu razinu korisnosti normalizirane koli!ine najjefti-

nije. Iz mnoštva izdvojimo normalizirane cijene. One ovise o zadanim koli!inama i zadanoj 

razini korisnosti i nazivamo ih inverzne kompenzirane funkcije potražnje. Rješenje proble-

ma optimizacije su jedini!ne vrijednosti:
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Izlu!ivanjem dobijemo da istodobno rješavaju problem udaljenosti:

 

3. SHEPARDOVA LEMA

Po"imo od normaliziranih cijena p0 s obzirom na zadanu korisnost i pove ajmo cijenu 

prvog dobra za jednu malu jedinicu (slika 2).

Slika 2. Shepardova lema

Normaliziramo li nove cijene, izdaci  e ponovno poprimiti jedini!nu vrijednost. Smjer 

tangente u kojem se minimalni izdaci ne mijenjaju odre"uje najjeftinija košara dobara x0 

pri polaznim cijenama i zadanoj korisnosti. Ta je tvrdnja posljedica racionalnosti potroša!a 

kojem je pri jedini!nim izdacima dostupna košara dobara x0. Njegovi minimalni izdaci nisu 

ve i od jedan i indirektna je krivulja indiferencije iznad indirektne budžetske crte. Poisto-

vjetimo li u maloj okolini polaznih cijena te dvije krivulje, normalizirane cijene dobijemo 

rješavanjem sustava jednadžbi:
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Normalizirane su cijene

Na osnovi normaliziranih cijena i interpretacije funkcije izdataka kao funkcije udalje-

nosti dobijemo minimalne izdatke pri novim cijenama,

Prema tome promjena izdataka na malu jedinicu pove anja cijene prvog dobra je jed-

naka koli!ini tog dobra u ravnoteži,

Primijetimo da smo do sadržaja Shepardove leme došli idu i u smjeru u kojem se 

minimalni izdaci ne mijenjaju.

4. SHEPARD-HANOCHOVA LEMA

Po"imo od normaliziranih koli!ina x0 s obzirom na zadanu korisnost i pove ajmo 

koli!inu prvog dobra za jednu malu jedinicu (slika 3).

Slika 3. Shepard-Hanochova lema
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Normaliziramo li nove koli!ine, udaljenost  e ponovno poprimiti jedini!nu vrijed-

nost. Smjer tangente u kojem se udaljenost ne mijenja odre"uju normalizirane cijene p0 pri 

kojima su normalizirane koli!ine x0 najjeftinije za zadanu korisnost. Na tangenti se nala-

ze košare dobara koje potroša! pri polaznim cijenama i jedini!nim izdacima može kupiti. 

Interpretacijom funkcije udaljenosti kao funkcije izdataka zaklju!ujemo da udaljenost tih 

košara od krivulje indiferencije nije ve a od jedan. Funkcija udaljenosti je striktno rastu a u 

koli!inama i krivulja je indiferencije iznad budžetske crte. Poistovjetimo li u maloj okolini 

polaznih koli!ina te dvije krivulje, normalizirane koli!ine dobijemo rješavanjem sustava 

jednadžbi:

Normalizirane su koli!ine

Na osnovi normaliziranih koli!ina dobijemo udaljenost novih koli!ina od zadane kri-

vulje indiferencije,

Prema tome promjena je udaljenosti na malu jedinicu pove anja koli!ine prvog dobra 

jednaka cijeni tog dobra u ravnoteži,

Primijetimo da smo do sadržaja Shepard-Hanochove leme došli idu i u smjeru u 

kojem se udaljenost ne mijenja.

5. DUALNA JEDNADŽBA SLUTSKOG

Recipro!ne vrijednosti zadanih koli!ina odre"uju indirektnu budžetsku crtu s koje 

izdvajamo normalizirane cijene pri kojima ih potroša! kupuje (slika 4),

Te cijene opisuju inverzne funkcije potražnje i dobivamo ih na osnovi najmanje mak-

simalne korisnosti  uz indirektno budžetsko ograni!enje. Promjena koli!ine prvog dobra 

rotira indirektnu budžetsku crtu na kojoj nalazimo nove normalizirane cijene pri kojima 

potroša! kupuje nove koli!ine,
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Slika 4. U!inak supstitucije i u!inak udaljenosti
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Preslikavanjem iz prostora cijena u prostor kojeg odre"uju koli!ina i cijena prvog 

dobra dobijemo dualnu uobi!ajenu krivulju potražnje. Ta krivulja opisuje normaliziranu 

cijenu prvog dobra pri kojoj potroša! kupuje zadanu koli!inu prvog dobra kada se koli!ine 

drugih dobara ne mijenjaju. Pomak duž dualne uobi!ajene krivulje potražnje utje!e na bla-

gostanje potroša!a kojem promjenu mjerimo promjenom udaljenosti. Pritom ulogu Shepar-

dove leme preuzima Shepard-Hanochova lema i ukupnu promjenu cijena razdjeljujemo na 

dva dijela. Najprije putujemo po konveksnoj indirektnoj krivulji indiferencije i pove anje 

cijene relativno oskudnijeg dobra kompenziramo smanjenjem cijene drugog dobra. Supsti-

tuciju zaustavlja jednakost izme"u odnosa grani!nih izdataka i odnosa novih koli!ina,

Taj uvjet tangencijalnosti dovodi do mjesta dodira polazne indirektne krivulje indife-

rencije i translatirane nove indirektne budžetske crte i opisuje ravnotežu potroša!a koji traži 

normalizirane cijene pri kojima su normalizirane koli!ine 
x

x

1

1
d u( , )0  najjeftinije na polaznoj 

krivulji indiferencije,

Tražene cijene opisuju inverzne kompenzirane funkcije potražnje i rješavaju problem 

udaljenosti. Kada se uz indeks korisnosti ne mijenja ni koli!ina drugog dobra u prostoru 

koli!ine i cijene putujemo duž dualne kompenzirane krivulje potražnje. U prostoru cijena 

putovanje nastavljamo po krivulji ekspanzije cijena. Klju!no je pitanje kako proporcionalna 

promjena koli!ina utje!e na normalizirane cijene pri kojima ih potroša! kupuje. Proporcio-

nalnoj promjeni koli!ina odgovara proporcionalna promjena udaljenosti i putovanje po kri-

vulji ekspanzije cijena koje opisuje u!inak udaljenosti, stvara jaz izme"u dualne uobi!ajene 

krivulje potražnje i dualne kompenzirane krivulje potražnje,

Na taj smo na!in ukupni u!inak razdijelili na u!inak supstitucije i u!inak udaljeno-

sti i izveli dualnu jednadžbu Slutskog u diskretnom obliku. Kada je krivulja ekspanzije 

cijena pozitivno nagnuta smanjenje koli!ine pove ava normaliziranu cijenu pri kojoj je 

potroša! kupuje. Primarno smo dobra dijelili na normalna i inferiorna. Krivulja ekspanzije 

cijena dual je krivulje ekspanzije potrošnje i odre"uje novu klasiÞ kaciju na osnovi utjecaja 

promjene udaljenosti na normalizirane cijene pri kojima potroša! kupuje normalizirane 

koli!ine. Mijenjaju li se koli!ine dobara koje potroša! kupuje neprekidno, ne promatramo 

ukupne promjene cijena nego stope promjena. Pozornost usmjeravamo na razliku izme"u 

nagiba dualne uobi!ajene krivulje potražnje i dualne kompenzirane krivulje potražnje. Ta je 

razlika u!inak udaljenosti, i proporcionalnoj promjeni koli!ina koja potroša!a vra a na po-

laznu krivulju indiferencije odgovara razlika izme"u udaljenosti nove i stare košare dobara 

od polazne krivulje indiferencije. Prema Shepard-Hanochovoj lemi promjena udaljenosti 

na malu jedinicu pove anja koli!ine jednaka je cijeni u ravnoteži koja opisuje pove anje 
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realnog bogatstva potroša!a. Ta tvrdnja intuitivno slijedi iz interpretacije funkcije udaljeno-

sti kao funkcije izdataka za indirektnu funkciju korisnosti. Kako potroša! zapravo prelazi 

s polazne na završnu krivulju indiferencije stvarna je promjena udaljenosti suprotna cijeni 

i množimo je s promjenom normalizirane cijene bilo kojeg dobra koja podupire kupovinu 

normaliziranih koli!ina na malu jedinicu pove anja udaljenosti. Dualna jednadžba Slutskog 

za jedini!nu udaljenost poprima sljede i oblik:

Ponovno smo ukupni u!inak razdijelili na u!inak supstitucije i u!inak udaljenosti i 

na sažet na!in opisali dualni zakon potražnje prema kojem pove anje koli!ine smanjuje 

normaliziranu cijenu pri kojoj je potroša! kupuje ako proporcionalno pove anje koli!ina 

smanjuje cijenu. U suprotnom smjer promjene normalizirane cijene ovisi o tome je li domi-

nantan u!inak supstitucije ili u!inak udaljenosti. Povezuju i integral i derivaciju zanimljivo 

je još primijetiti da površina koju odre"uje dualna kompenzirana krivulja potražnje opisuje 

promjenu udaljenosti ili dual Hicksove kompenzacijske varijacije. Pritom su nova mjera 

promjene blagostanja i njezina aproksimacija svakako putokaz svima koje zanimaju inver-

zne funkcije potražnje i numeri!ka analiza.

6. ZAKLJU!AK

Iznimke od klasi!nog zakona potražnje motivacija su za preispitivanje analize 

koja zanemaruje u!inak dohotka. U analizi inverznih funkcija potražnje umjesto u!inka 

dohotka treba promatrati u!inak udaljenosti. Prema funkciji udaljenosti na prirodan na!in 

vodi znatno jednostavnije ra!unanje minimalnih izdataka koje polazi od krivulja indife-

rencije u dualnom prostoru cijena. Pritom smjer indiferencije i proporcionalna promje-

na cijena opisuju normalizirane cijene na osnovi kojih dualnom interpretacijom funkcije 

izdataka izvodimo Shepardovu lemu. Originalnim pristupom i zamjenom dualnih varija-

bli potvr"ujemo i sadržaj Shepard-Hanochove leme kojeg povezujemo s novom mjerom 

promjene blagostanja. Ukupni u!inak promjene koli!ine na normalizirane cijene dijelimo 

na u!inak supstitucije i u!inak udaljenosti. U prostoru cijena putujemo po indirektnoj kri-

vulji indiferencije i krivulji ekspanzije cijena. Putovanje po krivulji ekspanzije cijena stvara 

jaz izme"u dualne uobi!ajene krivulje potražnje i dualne kompenzirane krivulje potražnje. 

Taj jaz opisuje u!inak udaljenosti koje promjenu mjeri površina ispod dualne kompenzirane 

krivulje potražnje. Promjena udaljenosti odgovara proporcionalnoj promjeni normalizira-

nih koli!ina, i krivulja ekspanzije cijena odre"uje novu klasiÞ kaciju dobara  koja zauzima 

središnje mjesto u opisu dualnog zakona potražnje.
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