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Primjena AG-nejednakosti u trigonometriji

ILigA ILISEVICH

Sazetak. Razmatraju se primjene AG-nejednakosti u trigonometriji,
koje su ilustrirane na nizu zanimljivih zadataka prilagodenih ucenicima

srednjih $kola.
Kljuéne rijeéi: AG-nejednakost, trigonometrija
Applications of AG inequality in trigonometry

Abstract. Applications of AG-inequality in trigonometry are con-
sidered. These applications are illustrated on a number of interesting
tasks adapted for high school students.

Key words: AG-inequality, trigonometry

O primjeni AG-nejednakosti u planimetriji bilo je rijeci u [5], dok je ovaj ¢lanak
posveéen primjeni AG-nejednakosti u trigonometriji.

Zadatak 1. Dokazite nejednakost

1 1
— +

- — =8
sin“x  cos*w

ako je sinx cosx # 0.
Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je

1 1 / 1 16
sintz * cos* x =2 sinfzcoste 2 16 sin z cost =
i F
(2sinzcosz)*  V sin?2z

jer je sin? 2z < 1. Pri tome jednakost vrijedi onda i onda ako je sin 2 = cos
tj.za:c:%—l—%”,keZ.
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Zadatak 2. Neka je trokut ABC pravokutan s pravim kutom u vrhu C. Neka
su a i b duljine kateta, ¢ duljina hipotenuze, a o i B kutovi tog trokuta. DokaZite da
vrijedi nejednakost
2a—f > L‘Jb'

2 T 2

[¢0)]

Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je

1
§(sin a +sin §) > y/sinasin 3,

odnosno

sina—;_ﬁcos Q;B > 4/sinasin g.

Kako je o+ 3 =90°, sina = £, sin 8 = g, to gornja nejednakost prelazi u

V2 a—pf fa b
—CcoOS——— >4/ — - —,
2 2 c c

sa—pfF _ 2ab

2 T 2

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je trokut ABC' jednakokracan pravokutan.

odakle dobivamo

[¢0)]

Zadatak 3. Dokazite da za svaki o € R vrijedi nejednakost

77 sin* e cos'® o < 12500.

Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je

2 2 2 5
. sin“ o cos” «
77s1n4acos10a—77~22-55~< ) ( )

2 5
<77,22.55. (Sin;a+Sin22a+COS52Q+COS52Q+COS;‘3‘+COS;O¢+cos;a>7
- 7

.2 7
—77-22-55.(w> :77.22,55.%
= 12500.

sin? o

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je = % tj. onda i samo onda ako

jea::l:arctg\/g—l-kw, keZ.

2

Zadatak 4. Dokazite da za sve x € R vrijedi

2sinx + gcos T Z 21739'
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Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je

2Sin1‘ + gcos > 2\/2sinac . QcosT — 2\/2sinx+cosx
_ 2\/2\/§sin (z+7) > 2\/2*\/5 =92. 27\/75 = 217\/75.

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je sinz = cosx i sin(z + §) = —1, a to je
onda i samo onda ako je z = %’T + 2km, k € Z.

Zadatak 5. Neka su « i (3 Siljasti kutovi. DokaZite da vrijedi

\/sma n sin 3 12>,

sinf  sina -

Rjesenje. Prema AG-nejednakosti je
s%na_i_s%nﬁzz /s%na.s%nﬁzz
sinf8 = sina sinf  sina

\/s1na+s1n6+22\/2_‘_—2_2'

sinf  sina

pa je

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je $2¢ — sinS
sin 8 sin

i [ siljasti) onda i samo onda ako je o = §.

tj. (obzirom da su kutovi a

Zadatak 6. Odredite minimalnu vrijednost izraza

1
\/isinx’

sin? z +
zax € (0,%].
Rjesenge. Pribrojnici su pozitivni pa mozemo upotrijebiti AG-nejednakost:

1 1
+
2\/§sinx 2\/§sinx

sin®z + =sin?z +

1
\/§Sinx

> 3¢/sin’z - ! . !
2v/2sinz  2v/2sinz

=3{/===.
8 2

Minimalna vrijednost je 2 i ona se dostiz inz = —L— tj. sin®z = L
] st je 5 S stize za sin”x Vaena’ tj. sin° x 75

odakle slijedi sinx = 72, pa je x = 7.
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Zadatak 7. Rijesite jednadzbu

2
2c0? LT _9r 4970 (zeR).
Rjesenge. 1z
2
—1 < cos T <1
slijedi
2
0 < cos? % <1,
a onda i )
O§2cos2x T < 2.

Prema AG-nejednakosti je
2P 4277 > 2V2% . 27 =2,
Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je 2* =27% tj. 2 =0. Za z =0 je

2+ 02—1-07

= 2 cos? 2

2 cos?

3

pa x = 0 jest rjesenje jednazbe.

Zadatak 8. Neka su «a, 3, v kutovi trokuta. DokaZite da vrijedi nejednakost

ool

sin < sin = sin £ <
in — sin — sin —

2 2 2~
Rjesenje. Prema poucku o kosinusu je

b% + 2 — a? 1/b ¢ a?
2bc 2\c b 2bc’

cosxy = —————— =

Kako je prema AG-nejednakosti

b + ¢ >2
c b~ 7
to je
a2
>1— —
cos o > T
tj.
a2
1-— < —.
cosa < T
Odatle dobivamo
2sin? < < o*
sin® = < —
2 ~ 2bc’
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tj.
Lo a
sin — .
2 7 2vbe
Analogno,
. B b o c
S 1< .
s1n2_2ﬁ, 1n2_2m
Stoga je
a b c 1 abc 1

La By
= lad 1< . . — - .=
Sy S S = he 2vac ovab 8 abe 8

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a = b = ¢ tj. onda i samo onda ako je

Zadatak 9. Neka su «a, B, v kutovi Siljastokutnog trokuta. DokaZite da vrijedi
nejednakost

tg a+tg" B+ tg"y > 3vV3n.

Rjesenje. Dokazimo najprije da je tg a+tg f+tgy = tgatg ftgy. Izy = 71— (a+0)

dobivamo . a3
ga + tg
tgy = —t == ="
g7 g(a+p) T tgatgd
odakle je
tgy —tgatgftgy = —tga —tgpf,
tj.

tga+tgf+tgy =tgatgBtgy.
Prema AG-nejednakosti je

tga +tgf+tgy > 3vtgatg Stg,

pa je
tgatg ftgy > 33/tgatg ftgy,
odakle dobivamo
tgatg Btgy > V33

Dalje, prema AG-nejednakosti je

tg" a + tg" B +tg" 7 > 3{/tg" - tg" B~ tg" v > 3{/ (V33" = 3V/3n.

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je tga = tg 8 = tg~, a to je onda i samo
onda ako je o = =7 = %.

Zadatak 10. Neka su a,3 € (0,%) i tga +tg 3 = 8. DokaZite da tada vrijedi
nejednakost

289

(@a+dgmﬁuwﬁ+dg@22??
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Rjesenje. Kako je ctga = tgLa ictgf = ﬁ, nejednakost je ekvivalentna redom s
(tga—l— ! )2 (g5+L)2 > @,
tg 8 tg o 8
tat2 Eo+ a2 B o > 2R
te?a+tg?B+2- t§6+:§—§> tg%a—i_tg%ﬁ > ?,
(tg2a+tg26)(1+W)2 %

Prema KA-nejednakosti je

[tg? a + tg? B o tga +tg B
2 - 2 ’

tg® a +tg® 3 > 32,

odakle slijedi

a prema AG-nejednakosti je

M 1/tgatg

a odatle je
1

1 .1
tgatg S — 16

(tg2a+tg25)(1+W)2 >32. (1+i)2:@.

Stoga je

Zadatak 11. Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta ABC i neka je b arit-
meticka sredina a i c. DokaZite da je tada B < %.
Rjesenje. 1z danog uvjeta je b = 1(a + ¢). Prema poucku o kosinusu je

cos67a2+02_b2 7 a2+ —(3a+0)’ 7 3(
N 2ac N 2ac -8

Kako je prema AG-nejednakosti ¢ + < > 2, to je cos § > %
gz

1 = 3. odakle slijedi

Zadatak 12. Oko kruznice je opisan trapez. Ako su e i f duljine dijagonala
trapeza, a r polumjer kruzZnice, dokaZite da vrijedi nejednakost

e? 4 f2 > 1612
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Rjesenje. Neka su a i ¢ duljine osnovica trapeza, b i d duljine krakova, a o kut
izmedu dijagonala. Kako je trapez tangencijalan, to vrijedi

a+c=b+d>4r (1)

Kako je |sina| < 1, to je 2ef > 2ef sina. Prema AG-nejednakosti je e? + f2 > 2ef,
pa je €2 + f2 > 2efsina, tj.
e+ f* 24P, (2)

gdje je P povr§ina trapeza. S druge strane je

a—+c
2

P =

-2r = (a+ o)r, (3)

pa iz (2) i (3) slijedi
2+ f2>4r(a+c).

Dalje je, zbog (1),
2+ 2> 4r-4r = 1602

Zadatak 13. Neka su u pravokutnom trokutu ABC, a i b duljine kateta, c
duljina hipotenuze, a to ity duljine teZisnica povucenih iz vrhova A i B, redom.
Dokazite da vrijedi nejednakost

<I(ta, tb) >

O~

Rjesenge.

Slika 1.
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Oznacimo <((tq,t,) = ¢. Neka su A; i By polovista kateta BC i C'A, redom.
Primijenimo Pitagorin poucak na trokute AA;C i B1BC:

a\? b\2
ti:b2+(§), t%:a2+(§)

o 16t,% — 4t,”
= ——-
15
Primijenimo pouc¢ak o kosinusu na trokut By AT :

Odatle dobivamo

cosp = (%tb)2 + (%t‘l)2 — (%)2 _ %tb2 + %%2 — 12 +a?

2 1ty 2tq Stats
2 2
N %tb2 4 %ta2 _ tb2 4 16ty 154ta _ 48_5(ta2 + tb2)
Statsy Statsy

4 t2 2
_.ﬂ>é,
5 2taty — 5

jer je prema AG-nejednakosti t,2 + t32 > 2tutp tj. % > 1. Jednakost vrijedi

onda i samo onda ako je t, = tp, tj. onda i samo onda ako je pravokutni trokut
ABC jednakokracan.

Zadatak 14. Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta ABC. Tezisnica BBy
zatvara sa stranicom BC' kut ¢. DokaZite da vrijedi nejednakost

2v2 -3
ctg AR > Y2 3cose

sin ¢
Rjesenje. Neka je tocka Bj poloviste duzine AC. Konstruirajmo tocku D centralno
simetricnu tocki B obzirom na tocku B; kao centar simetrije. Tada su trokuti
AB1 D i CBjy B sukladni prema S-K-S teoremu, pa je <ADB; = <CBB; = ¢.

A B
Slika 2.

Neka je |BC| = a, |BB1| = tp. Prema poucku o kosinusu, iz trokuta ABD i
AB1 D nalazimo
|AB|? = a® + 4t,* — 4aty cos @,
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|AB1|? = a® + t4% — 2aty cos .
Iz trokuta ABB je

|AB|? 4+ |AB1|? — |BB:|?

AB =
cos <C 3. JAB| |AB]

Dijeljenjem sa sin <C AB dobivamo

a? + 4ty? — 4daty cos o + a? + 2 — 2aty cos @ — 2
2-|AB|-|AB,|-sin<CAB

2a* + 4ty* — 6aty cos  2a* + 4t* — Baty, cos ¢

ctg<<CAB =

2.2P(ABB;) N 2.2P(BCB)
_2a® 4462 — 6atycos  a® + 2t,2 — 3aty cos
N 2aty sin N atp sin @
2t
= = + b _3 ctg .

tpsing  asing

Prema AG-nejednakosti je

Y
tpsiny  asing tpsiny asing  sing
pa je
2v2 2v/2 — 3 cos
ctg<ZCABZ,i—3ctg<p:u.
sin ¢ sing
a . 2ty

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je
jety = %aﬁ

tysing ~ asing’

Zadatak 15. Neka su o, B iy kutovi trokuta. DokaZite da vrijedi nejednakost

Vsin o n V/sin 3
Vsin B+ /siny — Vsina Vsina + +/siny — y/sin 3
\/siny
+ > 3.
Vsina + +/sin f — 4/sinvy

Rjesenje. Oznacimo

V/sin 3 + /siny — Vsina
\/sina—l—\/sin"y—\/sinﬁ = v,
Vsina + 4/sinf8 — \/siny = 2.

Dokazimo najprije da su brojevi x, y, z pozitivni. Kako je

(V/sin B+ /sinvy)? > sin6+sin"y:2sin5—2i_ﬁy 6;7

> 2sinmcosﬁj

a .« .
:2cos—s1n§ =sinwo

2 2 2
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(zbog |B— 7| < B+ < =), to je v/sin 8 + y/siny > v/sina, tj. x > 0. Analogno
dobivamo da jey > 01z > 0.

Oznac¢imo lijevu stranu nejednakosti koju treba dokazati sa A i primijenimo
AG-nejednakost:

ytz Ttz zty
A = 2 4 2 2
T Y z
1z oy 1y z) l(z x)
N 2(y+x)+2(z+y +2 x+z
1 1 1
> - 2424 --2=3.
= 5 +2 +2

Jednakost vrijedi onda i samo onda kada je x = y = z Sto se svodi na sina =
sinf =sinv, tj. a=pf=vy= 3.

Zadatak 16. DokaZite da za trokut ABC wvrijedi R > 2r, gdje je R polumgjer
trokutu ABC' opisane kruinice, a r polumjer tom trokutu upisane kruznice.
Rjesenje. Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta ABC, «, (3, v redom njihovi
nasuprotni kutovi, a P povrsina trokuta ABC. Kako je 2P =r(a+b+¢) i 2P =
absin~y, to je

r(a+b+c) = absinn.

Obzirom da je a = 2Rsina, b = 2Rsin 3, ¢ = 2R sin vy, dalje imamo redom
r(2Rsina + 2Rsin 8 + 2Rsiny) = 2Rsina - 2Rsin § - sin vy,

sin asin Bsin vy
r=— - - :
sina 4+ sin 3 + siny

Kako je sina, sing, siny > 0, jer su «,8,7 € (0,7), to mozemo rabiti AG-
nejednakost:

({¥/sinarsin Bsiny) °
sin o + sin B 4 sin~y

(sin a+sin B+sin vy ) 3
3

sina + sin 3 + siny .

2R
= E(sina + sin 8 + siny)?

2
2R (sina+sin6+sin~y>

3 3

Kako je funkcija x — sinz Jensen-konkavna (vidjeti [4]), vrijedi

2
<sma+s1r;6+sm”y> < sin? (a+§+7),
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pa je
sin (a—l—ﬁ—l—”y)
T

23,2

_2R 3 _R

33T 3 1T 2
Dakle, 2r < R. Jednakost vrijedi ako i samo ako je « = 3 =y = .
Zadatak 17. Neka je r polumjer, a S srediste kruinice upisane trokutu ABC.

Neka sekanta kruznice koja prolazi tockom S sijece stranicu AC u tocki M, a stran-
icu BC' w tocki N. DokazZite da vrijedi

P(MNC) > 2r%.

Rjesenje. Oznacimo sa P povrsinu trokuta M NC'. Vrijedi
P, = P(MSC)+ P(SNC)
1 1
= 5|C’M|-r+ §|CN| T

1
= 5r(ICM|+|CN)).

C

Slika 3.

Prema AG-nejednakosti je

1
FUCM|+|CN|) = VI|CM]|-|CN]

V|CM|-|CN| sin<BCA = +/2P,.

Y

Odatle slijedi
1
Pl =T- §(|CM|+|CN|)ZT \/2P1,

tj. P12 >r2. 2P, pa je P > 2r2,
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Zadatak 18. Presjek kanala je jednakokracan trapez kome osnovica @ krak imaju
duljinu a, a kut pri vrhu kanala je a. Koji presjek ima najmanju povrsinu?

Rjesenge.
D X C

A a B
Slika 4.

Neka su oznake kao na slici. Vidimo da je v = asina i = acosa. Slijedi
¢ = a + 2a cos o, pa imamo

a+c a+ a—+ 2acos o . 9 .
RS ~asina = (1 + cos a)a”sin a.

2 2

P =

P2 = (1+cosa)’a*sin®a = (14 cosa)?a*(1 — cos? )

1
(1 +cosa)®a*(1 — cos ) = §a4(1 +cosa)?(3 — 3cos )
1
= §a4(1 + cosa)(1 4 cosa)(1l + cosa)(3 — 3cosa).
Kako je prema AG-nejednakosti

1
§a4(1 + cos a)(1 4 cos ) (1 + cos @) (3 — 3 cos )

< 1, (1+cosa+1+cosa+1+cosa+3—3cosa *
Zat.
-3 4
4
1
L (B 2T
3 2 16

toje P < 3\/45"2. Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je 14 cosa = 3 — 3 cos a,

: _ 1 _ T
tj. cosa = 5, odnosno a = 7.

Zadatak 19. Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, a P mjegova povrsina.
Dokazite da vrijedi nejednakost

a’? + b2+ > 4V/3P.
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Rjesenje. Iz ocigledne nejednakosti (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)? > 0 dobivamo
a’? + b2+ c® > ab+ be + ca, tj.

1 1 1
@0+ 2 2Pt —— ot —— ).
sina  sinf  sinvy

Prema AG-nejednakosti je

1 1 1 5 1
— + ——+ — >34/ - —
sina  sinf  sinvy sin asin Bsin 7y

Dokazimo sada da je sin asin Bsiny < %. Prema 8. zadatku,

1
smgsingsin% < 3’
a u [4] je dokazano da je
3v3
cos%cos—cos% < T\/_
Stoga je
sinasin fsiny = SSingsinésinzcosgcosécosz
2 2 2 2 2 2
g. 1 3V3 33
- 8 8 8
pa je
1 1 1
— + — + — >2V3.
sina  sinf  sinvy
Dakle,

a? 4+ b2+ 2> 2P 2v3 =4PV3.

Jednakost vrijedi onda i samo onda kada je a =b = c.

Zadaci za vjezbu

1. Odredite minimalnu vrijednost funkcije

- sinx +cosx + 1

flz) =

sin x cos x

za x € (0, 3).
Rez. fuin(z) =2v2+2za 2 = T

2. Odredite minimalnu vrijednost funkcije

f(z) = sin® 2(2 — 2sin )
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za x € (0,%).
Rez. fmin(x) = 2% za x = arcsin %

3. Odredite minimalnu vrijednost funkcije

f(z) = cos®> 2(2 — 2cos )
za x € (0,%).
Rez. fmin(x) = 2% Za T = arccos %

4. Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta ABC, a P njegova povr§ina. Dokazite
da vrijedi nejednakost
3a% +3b> — 2 > 4V/3P.

5. Neka su u trokutu ABC, a, b i ¢ duljine stranica, a t. duljina teziSnice povucene
iz vrha C i neka vrijedi

L1
a b t,
Dokazite da je tada <BCA > %’T
6. Rijesite jednadzbu
2 cos? M =3"+37"

Rez. (z,y) = (0,2kn), k € Z.

7. Neka su a, 31~ kutovi trokuta, a n prirodni broj. Dokazite da vrijedi nejednakost

e 16} vy nt2
te” L 4 octg™ 2 4 ctg” L > 375
ctgh 5 tetgh g etgt o =
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