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Grcko - kineski stil u teoriji brojeva

IVAN MATI¢, DOMAGOJ SEVERDIJA*

Sazetak. Opisujemo provodenje Euklidova algoritma na kineskom
abakusu te izvodimo ogranicenja provodenja tog postupka na kineskom
abakusu s proizvoljnim brojem stupaca.

Kljuéne rijeci: abakus, Euklidov algoritam, ogranicenja racunanja
Greek - Chinese style in the Number Theory

Abstract. We describe the implementation of the Euclidean al-
gorithm on the chinese abacus. Also, we determine explicit bounds for
using mentioned algorithm on the chinese abacus consisting of arbitrary
many rods.

Key words: abacus, Fuclidean algorithm, bounds for computation

1. Uvod

Donald E. Knuth, jedan od vodecih svjetskih stru¢njaka u racunarstvu, tvorac
TeX-a i otac brojnih matematickih tehnika analize sloZenosti algoritama je u svom
¢uvenom djelu [2] napisao: ’Euklidov algoritam je pradjed svih algoritama, jer
se radi o najstarijem netrivijalnom algoritmu koji je prezivio do danasnjih dana’.
Navedeni algoritam se pojavljuje jos u Euklidovim Elementima, napisanima oko
300-te godine prije Krista, preciznije u trecoj i desetoj knjizi, iznesen kao niz od
nekoliko propozicija. Napomenimo kako povijesni izvori navode da je Euklidov
algoritam najvjerojatnije otkrio neki matematicar iz pitagorejske skole, a Euklid ga
je u svojim Elementima sakupio medu poznatim rezultatima.

Kineski abakus se ipak pojavljuje nesto kasnije, u 14-om stolje¢u, no svejedno
predstavlja prvo pomagalo pri rac¢unanju. Stovise, upravo na principu kineskog
abakusa su razvijeni i danasnji kalkulatori. Zainteresirani Citatelj moze detaljni
opis kineskog abakusa i upute o njegovu koristenju pronaéi u [3] i na [6].

Osnovna ideja ovoga rada jest spojiti prve poznate pretke algoritama i racunala
- prikazati nacin koristenja Euklidova algoritma na kineskom abakusu (u daljnjem
¢emo umjesto kineski abakus pisati samo abakus). Pokazat ¢emo koliko upotrebljiva
moze biti kombinacija pradavnog algoritma i 'primitivne’ racunske sprave. Osim
toga, kako se na abakusu ipak moze zapisati relativno ograni¢en broj znamenki,
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detaljno iznosimo ograde na veli¢inu brojeva ukljucenih u provodenje Euklidova
algoritma, $to se moze smatrati prirodnim nastavkom rezultata iznesenih u radu
[3]' o e . .
pekt abakusa, koji prezentira slikovit nacin usvajanja vaznog algoritamskog pos-
tupka. Takav nacin pristupa je iznimno koristan u priblizavanju teorijskih postu-
paka te otvara i mnoge daljnje mogucénosti i pitanja. Na neka od pitanja, koja
se prirodno postavljaju prilikom rada na abakusu, dajemo odgovor u ovom ¢lanku.
Metode koristene prilikom dokaza su elementarne i intuitivne, zive izmedu osnovnih
znacajki teorije brojeva, kombinatorike i elementarne matematike, te bi morale biti
razumljive kako studentima i profesorima, tako i ucenicima raznih uzrasta.
Opisimo detaljnije sadrzaj clanka: u sljede¢em poglavlju navodimo potrebne
Cinjenice iz teorije brojeva te dajemo detaljan opis Euklidova algoritma, dok u
narednom poglavlju opisujemo njegovu upotrebu na kineskom abakusu. U posljed-
nja dva poglavlja iznosimo ograde pri koristenju Euklidova algoritma na standard-
nom kineskom abakusu s 13 stupaca te dajemo generalizaciju ovih ograda u jednom
interesantnom opcem slucaju.

2. Euklidov algoritam

Djeljivost je osnovni pojam u teoriji brojeva. Za cijele brojeve a i d, d # 0, kazemo
da d dijeli a ili da je a djeljiv s d ako postoji cijeli broj b takav da vrijedi a = d - b.
To zapisujemo d|a. Ako a nije djeljiv s d, piSemo d 1 a.

Neka su a i b cijeli brojevi. Broj ¢ zovemo zajednickim djeliteljem brojeva a i
b ukoliko c|a i c|b. Ako je a® + b? > 0, tada postoji kona¢no mnogo zajednickih
djelitelja brojeva a i b. Najveteg medu njima zovemo najveéi zajednicki djelitelj
brojeva a i b, te ga oznacavamo s (a,b) ilis NZD(a,b) (u stranoj literaturi je Cesta
i oznaka GCD(a,b)). Ocito je (a,b) > 1, a ukoliko se postize prethodna jednakost,
tada za brojeve a i b kazemo da su relativno prosti.

Kako odrediti najveéi zajednicki djelitelj dvaju cijelih brojeva? Mozemo se
nadalje ograniciti na prirodne brojeve, te pokusajmo odrediti (735,495). Rastavom
ovih brojeva na proste faktore dobivamo 735 =3-5-7-71495 =3-3-5-11.
Zajednicki prosti faktori ovih brojeva su 3 i 5 pa je (735,495) =3 -5 = 15.

Ovaj pristup mozemo i generalizirati, ozna¢imo u tu svrhu skup svih prostih
brojeva s P. Tada proizvoljan prirodan broj a mozemo zapisati u obliku a =
HpeP pr(@) | pri Gemu je ovaj zapis jedinstven do na poredak faktora. Primijetimo

kako je samo kona¢no mnogo prirodnih brojeva p®»(®) veée od jedan. Ako sada
zapiSemo prirodne brojeve a i b u prethodnom obliku, tj. a = HpeP por(@) | p =
HpeP p2»(®) dobivamo

(a,b) = [ pinteste n®},
peP

No, unato¢ tocnosti ovog pristupa, kolika je njegova primjenjivost? Znamo kako
ponekad ve¢ i za troznamenkaste brojeve nije lako odrediti jesu li prosti ili ne, dok
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rastav viSeznamenkastih brojeva na proste faktore predstavlja i daleko veéi zalogaj.
Mozemo li nekako izbje¢i mukotrpno rastavljanje na proste faktore?

I upravo je to pitanje na koje je odgovorio Euklid, jo$ prije nekih 2300 godina.
Preciznije, Euklidov algoritam sluzi upravo za odredivanje najveceg zajednickog
djelitelja dvaju prirodnih brojeva.

Kako bi opisali Euklidov algoritam, potreban nam je i sljede¢i fundamentalni
rezultat ([1], Teorem 1.1):

Teorem 1 [Teorem o dijeljenju s ostatkom]. Neka su a € Z i b € N.
Tada postoje jedinstveni cijeli brojevi q i v, 0 < r < b takvi da je a = gb+ r.
Broj q se naziva kvocijentom cjelobrojnog dijeljenja, dok se broj r naziva ostatak pri
dijeljenju.

Opisimo sada Euklidov algoritam. Kako smo naveli i ranije, ogranicavamo se na
prirodne brojeve. Neka su, dakle, a i b prirodni brojevi. Mozemo pretpostaviti da
je a > b, u suprotnom ih zamijenimo. Primjenom prethodnog teorema dobivamo
sljedeci niz jednakosti:

a = qb+nr
b = qori -+
L = q3r2+7T3
Tk—2 = qkTk—1+Tk
Tk—1 = (qe+1Tk-

Tvrdimo da tada vrijedi (a,b) = rg, tj. najvedi zajednicki djelitelj brojeva a i b
jednak je posljednjem ne-nul ostatku. Dokazat ¢emo danu tvrdnju na dva nacina:
Lako se vidi da za svaki ¢ € Z vrijedi (a,b) = (a,b—ac). Time redom dobivamo:

(a,b) = (a—qib,b) = (r1,b) = (11,0 — qor1) = (r1,72) =
= (r1 — qara,r2) = (r3,72) = - - = (1}, 0) = 71,

jer je v > 0.

U drugom dokazu koristimo samo djeljivost - kako (a,b)|a i (a,b)|b, iz prve
jednakosti slijedi (a,b)|r1. Na isti nacin iz druge jednakosti slijedi (a, b)|rs. Ponav-
ljanjem ovog postupka zakljucujemo (a,b)|rk, tj. (a,b) < rp. Nadalje, iz posljed-
nje jednakosti slijedi da 7|rk—1, Sto, zajedno s pretposljednjom jednakosti povlaci
ri|rk—e. Nastavljajuéi ovaj proces, naposljetku dobivamo r|r1, /b i rr]a. Sada
znamo da je r djelitelj brojeva a i b, $to povlaci ri < (a,b). Dobivene nejednakosti
daju (a,b) = rg.

Tlustrirajmo koristenje Euklidova algoritma na primjeru:
Primjer 1. Odredimo (735,495). Redom imamo:

735 =1-495+ 240

495 =2-240+ 15

240 = 16 - 15,

odakle slijedi (735, 495) = 15.
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3. Provodenje Euklidova algoritma na abakusu

Osnovna znacajka Euklidova algoritma (osim njegove to¢nosti, naravno) je upravo
njegova jednostavnost. Temelji se na cjelobrojnom dijeljenju i dijeljenje je jedino
$to je potrebno kako bi se opisani postupak mogao provesti.

Postupak dijeljenja na abakusu je detaljno opisan u radu [3], poglavlju 3.4., te
ga iz tog razloga ovdje ne¢emo ponavljati. Navest ¢emo jedino dodatna pojasnjenja
potrebna pri provodenju Euklidova algoritma. Iako se Euklidov algoritam sastoji
od samih dijeljenja, u svakom od koraka se mijenjaju i djeljenik i djelitelj te je zato
potrebno precizirati kako iz postavki jednog dijeljenja na abakusu do¢i do sljedeéeg
koraka.

Neka su a, b € N, pretpostavimo da je a > b. Tada ¢e u prvom dijeljenju a biti
djeljenik, dok ée b biti djelitelj. Dakle, na lijevih |log a] + 1 stupaca abakusa je
prikazan broj a, zatim slijedi prazan stupac, dok je na sljedeéih |log b| + 1 stupaca
prikazan broj b (podsjetimo kako prirodan broj a ima upravo |log a|+ 1 znamenki).
Naravno, pretpostavljamo kako je na abakusu moguce provesti dijeljenje broja a
brojem b, §to znaci da smo u mogucnosti na abakusu zapisati i cjelobrojni kvocijent
i svaki parcijalni produkt dobiven nakon odredivanja pojedine znamenke kvocijenta
te takoder ostaviti i po jedan prazan stupac izmedu djelitelja i kvocijenta te izmedu
kvocijenta i parcijalnih produkata.

Nakon §to izvrsimo prvo dijeljenje, na stupcima s lijeve strane abakusa se nalazi
ostatak dobiven pri tom dijeljenju (kojeg smo u opisu algoritma oznagcili s 1), ispred
kojega moze biti i nekoliko praznih stupaca. Prije djelitelja b dolazi jedan prazan
stupac, dok nakon djelitelja i jos jednog praznog stupca stoji zapis kvocijenta pri
cijelobrojnom djeljenju, tj. broja q;. Na stupcima s desne strane abakusa se nalazi
zapis posljednjeg parcijalnog produkta. Dakle, nakon izvrsenog prvog dijeljenja, na
abakusu imamo zapisane i bi r; i g¢;. Primijetimo kako nam za daljnje provodenje
Euklidova algoritma g; nije potreban. U sljede¢em koraku trebamo podijeliti b s
r1, pa ih moramo na abakusu zapisati u odgovarajué¢em poretku.

Tu se javlja i moguca poteskoca - moramo zamijeniti uloge brojeva b i rq, tj.
moramo okrenuti njihov zapis tako da se na stupcima s lijeve strane abakusa nalazi
zapis broja b, a zatim, nakon jednog praznog stupca, dolazi zapis broja rq, $to je
upravo suprotno od trenutne situacije. Da kojim slu¢ajem radimo na papiru, do
ovakvih problema ne bi moglo doéi, jer papir pruza dovoljno mjesta za zapisivanje
brojeva. No, upravo ovakve, naizgled ogranic¢avajuce, situacije iziskuju pronalazenje
drugih moguénosti koristenjem samo onoga ¢ime raspolazemo, tj. samo i iskljucivo
abakusa. U potrebama za razli¢itim pristupima i kreativnosti korisnika pri odabiru
postupaka lezi velika edukativna i metodicka prednost rada na abakusu pred radom
na racunalu, kalkulatoru ili papiru (vise o toj temi ¢e se moéi procitati u radu [4] i
[5]).

Svakako zelimo izbjedi situaciju u kojoj smo prisiljeni pamtiti neki od brojeva b ili
r1, kako bi ga mogli izbrisati s abakusa te na njegovo mjesto zapisati drugi. Prema
tome, da bi lako i efikasno zamijenili mjesta zapisa navedenih brojeva, moramo
jednog od njih jos dodatno zapisati prije nego ga izbriSemo, a jedino na sto ga
mozemo zapisati je upravo - abakus.

Primijetimo kako nakon zapisa broja b na abakusu preostaje jos nekoliko praznih
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stupaca. Na tim stupcima su prikazani kvocijent ¢; i jedan parcijalni produkt, oba
irelevantni za daljnji postupak. Izbrisemo li zapise, na stupcima s desne strane
abakusa mozemo zapisati broj r1, te ga izbrisati s lijeve strane i tamo prebaciti
zapis broja b. Nakon toga izbrisimo i zapis broja b te na odgovarajuce stupce
preselimo zapis od 71 i spremni smo za idu¢i korak. Preostaje jos provjeriti je li na
stupcima desno od zapisa broja b na raspolaganju dovoljno mjesta za prikaz broja
T1.

Kako je dijeljenje bilo moguce provesti, nakon zapisa prve znamenke kvocijenta
smo raspolagali s dovoljno mjesta da na stupcima s desne strane abakusa zapisemo
i prvi parcijalni produkt, koji je veci ili jednak broju b, jer je dobiven mnozenja prve
znamenke kvocijenta brojem b. S druge strane, kako je r; ostatak pri dijeljenju s b,
mora vrijediti r; < b. Dakle, ako smo s desne strane prikaza broja b imali dovoljno
mjesta da zapiSemo broj koji je vedi ili jednak od b, imamo dovoljno mjesta i za
prikaz broja ry.

Primijetimo kako vrijedi i viSe - ako je na abakusu moguce dijeliti s brojem b,
tada se desno od prikaza broja b moraju nalaziti barem |log b| + 4 stupca.

Sada opisani postupak samo nastavljamo dok napokon ne dobijemo dijeljenje
s ostatkom jednakim nuli. Tada ¢e nekoliko stupaca s lijeve strane abakusa biti
prazno, dok ¢e se na prvim nepraznim stupcima (gledano slijeva) nalaziti upravo
trazeni (a,b).

Na sljedec¢im slikama je prikazano provodenje Euklidova algoritma na abakusu
s 13 stupaca, pomoc¢u kojeg odredujemo (735, 495).

a) Pocetni prikaz brojeva 735 i 495. b) Zavrsetak prvog dijeljenja:
240,495, 1, 495.

f{

¢) Slijedi zamjena mjesta 240 i 495 d) Korak zamjene: 495,240.
tehnikom pomoc¢nih stupaca.
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e) ZavrSetak zamjene: 495, 240. f) Zavrsetak drugog dijeljenja:
15, 240, 2, 480.

;;88:;8888888 t £ 121 3t £ ut + 3t

g) Postavljamo sljedece dijeljenje:  h) Zavrsetak Euklidova algoritma, sivom
240, 15. bojom je oznacen (735,495): 15,16,90.

4. Koliko se toga na abakusu moze izracunati?

Racunanje na abakusu je ogranic¢eno brojem raspolozivih stupaca te nije za ocekivati
da na standardnom kineskom abakusu s 13 stupaca mozemo odrediti najvecéi za-
jednicki djelitelj brojeva koji imaju po 10-ak znamenki. Pokusat ¢emo dati odgovor
na sljedece pitanje: Za dani prirodni broj a, koji je najveéi broj b takav da na
abakusu s 13 stupaca mozemo odrediti (a, b)?

Naravno, ovo pitanje se moze i generalizirati, tj. mozemo traziti ogranicenja pri
koristenju Euklidova algoritma na abakusu s n stupaca, gdje je n neki prirodan broj.
U sljede¢em poglavlju ¢emo se kratko osvrnuti i na generalizaciju nekih posebnih
slucajeva.

Neka je a € N. Zelimo odrediti najveé prirodan broj b takav da je na abakusu
s 13 stupaca provediv kompletan Euklidov algoritam za odredivanje broja (a,b).
Poc¢nimo s klju¢nom opcéenitom lemom:

Lema 1. Neka su a,b,n prirodni brojevi te neka je a > b. Ako na abakusu s n
stupaca moZemo provesti dijeljenje broja a brojem b, tada na istom abakusu mozZemo
provesti i dijeljenje broja b ostatkom pri dijeljenju a s b.

Dokaz. Jednostavnosti notacije radi, oznac¢imo s x broj znamenki broja a
(dakle, x = |log a] + 1). Kako je b < a, slijedi da je broj znamenki broja b
jednak x — k, za neki nenegativni cijeli broj k. Da bi mogli na abakusu podijeliti
broj a brojem b, moraju biti zadovoljena sljede¢a dva klju¢na uvjeta:

e Moramo biti u moguénosti zapisati prvi parcijalni produkt, jedini od parci-
jalnih produkata za kojeg smo sigurni da je razlicit od nule, jer sve znamenke
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kvocijenta (osim vodeée) mogu biti jednake nuli. U tu nam je svrhu potrebno
T stupaca za zapis broja a, x — k za zapis broja b, 3 prazna stupca, 1 stupac
za zapis prve znamenke kvocijenta te barem jos z — k stupaca za zapis prvog
parcijalnog produkta. Napomenimo da ne-nul parcijalni produkt ima ili z — &
ili z — k+ 1 znamenki, jer je dobiven mnozenjem x — k-znamenkastog broja b
prirodnim brojem manjim od 10. Ukupno, moramo imati barem 3z — 2k + 4
stupca, tj. 3z — 2k +4 < n.

e Moramo biti u mogucnosti zapisati posljednji parcijalni produkt, koji moze
imati i samo jednu znamenku, tj. moze biti jednak nuli. Za to nam je potrebno
T za zapis broja a, x — k za zapis broja b, 3 prazna stupca, barem k stupaca
za zapis kvocijenta (koji ima ili k ili k¥ + 1 znamenki) te barem jedan stupac
za zapis posljednjeg parcijalnog produkta. Ukupno, slijedi 2z 4+ 4 < n.

Ostatak pri dijeljenju brojeva a i b je strogo manji od b, oznac¢imo taj broj s c,
a njegov broj znamenki s x — [, gdje je [ > k.

Pogledajmo uvjete potrebne za dijeljenje broja b brojem c:

Slicno kao gore, za zapis prvog parcijalnog produkta potrebno nam je najvise
r—k+ax—-1l+3+14+2—-14+1=3x—Fk— 20+ 5 stupaca, Sto je strogo manje od
n ukoliko je [ > 1.

Kako bi mogli zapisati posljednji ne-nul parcijalni produkt, potrebno nam je
x — k stupaca za zapis broja b, x — [ stupaca za zapis broja ¢, 3 prazna stupca,
najvise | — k + 1 stupaca za zapis kvocijenta te najvise x — [ + 1 stupaca za zapis
posljednjeg parcijalnog produkta, tj. ukupno nam je potrebno najvise 3v —2k —1+5
stupaca. Ukoliko je I > 1, dobivamo da nam je potrebno najvise 3x —2k+4 stupaca,
Sto je manje ili jednako n.

Preostaje jos ispitati slucaj [ = 0. Kako je l > k, dobivamo k=0iz =2z —k =
x — 1, tj. brojevi a, b i ¢ imaju po jednako mnogo znamenki. Tada je za dijeljenje
broja a brojem b i za dijeljenje broja b brojem ¢ potreban identican broj stupaca,
koji je jednak 3x+4 (3x za zapis djeljenika, djelitelja te prvog i jedinog parcijalnog
produkta, 3 slobodna stupca i 1 stupac za zapis kvocijenta) te je prvo dijeljenje
moguce ako i samo ako je moguce drugo. Ovim je tvrdnja leme dokazana. O

Iz prethodne leme proizlazi bitna ¢injenica - ako smo u mogucénosti na abakusu
provesti prvi korak Euklidova algoritma, tada smo u moguénosti provesti i Citav
algoritam!

Sada mozemo i preformulirati prethodno postavljeni problem: za a € N, treba
odrediti najveéi broj b koji mozemo na abakusu podijeliti s a, dok u sluc¢aju da
takav ne postoji treba odrediti najveéi broj b kojim mozemo na abakusu podijeliti
broj a. Ocito, ukoliko za a € N ne postoji niti jedan b € N za koji je mogucée na
abakusu podijeliti a s b, tada ne postoji niti jedan b koji je na abakusu moguce
podijeliti s a, jer bi takav b morao biti ve¢i ili jednak a,

Kako bi odgovorili na ovo pitanje, promatrat ¢emo nekoliko odvojenih slucajeva:

(I) Neka je a > 10000. Takav broj ima barem 5 znamenki. Za dijeljenje broja
a s brojem od z znamenki nam je potrebno barem 54+ z+5—-z+3+1 =14
stupaca (jer kvocijent ima barem 5 — x, a posljednji parcijalni produkt barem jednu
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znamenku). Dakle, na standardnom kineskom abakusu s 13 stupaca nije mogude
podijeliti broj a niti s jednim brojem, te za ovakav a ne postoji niti jedan b € N za
koji je moguée odrediti (a, b).

Do istog zakljucka smo mogli dodi i koristenjem Propozicije 4.4 iz [3].

(IT) Neka je 1000 < a < 9999. Pretpostavimo da postoji b € N takav da
na abakusu s 13 stupaca mozemo podijeliti b s a. Tada je b > a. Ako b ima
vise od 4 znamenke, iz slucéaja (I) slijedi da je za ovo dijeljenje potrebno barem
14 stupaca. Dakle, b mora imati totno 4 znamenke. Nakon odredivanja vodece
znamenke kvocijenta, prvi parcijalni produkt ¢e imati takoder 4 znamenke te je za
zapis potrebno 4+4+4+1+3 = 16 stupaca. Slijedi da trazeni b ne postoji. Dakle,
najvedi b za koji mozemo odrediti (a, b) je upravo najveéi b kojim mozemo podijeliti
a. Takvi brojevi b su opisani u poglavlju 4.3. rada [3].

(III) Neka je 100 < a < 999. Odredimo koliko najvise znamenki moze imati
broj koji na abakusu mozemo podijeliti s a. Oznac¢imo trazeni broj znamenki s x.
Za zapis djeljenika, broja a, prve znamenke kvocijenta, prvog parcijalnog produkta
i tri prazna stupca, potrebno nam je barem = + 3+ 1+ 3 + 3 = 10 + = stupaca.
Kako raspolazemo s 13 stupaca, slijedi da je < 3. Konacno rjesenje ovog slucaja
je dano u sljedecoj propoziciji:

Propozicija 1. Neka je 100 < a < 999. Tada na abakusu s 13 stupaca moZemo
podigeliti broj 999 brojem a.

Dokaz. Primijetimo kako je cjelobrojni kvocijent dobiven pri dijeljenju broja
999 brojem a jednoznamenkast, toénije jednak je [222]. Iz tog razloga se dijeljenje
sastoji od samo jednog koraka te imamo i samo jedan parcijalni produkt, koji je
troznamenkast (jednak |222] . a). Za provodenje opisanog kratkog dijeljenja nam
je potrebno 3+ 3+ 1+ 3 4+ 3 = 13 stupaca, tocno koliko i imamo. O

Odatle slijedi da je trazeni najveéi broj b za koji mozemo odrediti (a, b) jednak
999.

(IV) Neka je 10 < a < 99. Sada smo u prilici traziti najveéi b koji mozemo
na abakusu podijeliti s a. Kao i ranije, lako se moze vidjeti da b moze najvise biti
Cetveroznamenkast.

Kako maksimizirati b? Trazeni b ¢e biti veéi §to je kvocijent ¢ = [2] veéi pa
¢emo i preko najveceg kvocijenta dobiti najveéi moguci b. Kvocijenti koje mozemo
dobiti dijeljenjem cCetveroznamenkastog broja s a imaju ili dvije ili tri znamenke,
nama ocito vise odgovara druga mogucénost. Precizno ¢emo prouciti postupak dije-
ljenja kako bi dobili dodatnu informaciju o najvecem ostvarivom troznamenkastom
kvocijentu q.

Na zapis brojeva a, b i standardna tri prazna stupca smo potrosili ukupno 9
stupaca. Prema tome, nakon $to odredimo prvu znamenku kvocijenta preostaju
nam jos tri slobodna stupca za zapis prvog parcijalnog produkta, koji i moze imati
najvise tri znamenke. Dakle, u prvom koraku nema nikakvih ogranicenja.

Nadalje, nakon sto odredimo drugu znamenku kvocijenta preostaju nam svega
dva stupca za zapis drugog parcijalnog produkta. Odatle slijedi da umnozak druge
znamenke kvocijenta i broja a mora biti manji od 100.

Napokon, nakon §to odredimo tre¢u i posljednju znamenku kvocijenta preostaje
samo jedan prazan stupac za zapis treceg parcijalnog produkta. Kako je a > 10,
zakljucujemo da tre¢a znamenka kvocijenta mora biti jednaka nuli.
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Iz dobivenih podataka ¢emo odrediti najveéi mogudi kvocijent ¢. Definiramo = =
| 2299, Ocito je 101 < z < 999, a z je upravo najveéi prirodan broj koji mnozenjem
s a daje umnozak manji od 10000. Kako bi dobili najveéi moguéi kvocijent koji
nama odgovara, moramo znamenke jedinica i desetica broja x preurediti u skladu
s prethodnim uvjetima.

Neka je 21 = [ 155/ 1 22 = Lx*zlldlooj (21 je znamenka stotica, dok je zo znamenka
desetica broja x). Definiramo zj = min{|22], z,}. Sada je ¢ = 2 - 100 4 z5 - 10
najvec¢i odgovarajuéi kvocijent. Preostaje jos odrediti najveéi b. Dobiveni kvocijent
q dobivamo cjelobrojnim dijeljenjem s a svakog od brojevaa-qg+k,0 <k <a—1.
Najveli cetveroznamenkasti broj medu njima je trazeni b.

Dakle, b = min{a(¢q + 1) — 1,9999}.

Na primjer, za a = 81 dobivamo x = 123, ¢ = 110 te b = 8990.

(V) Neka jel < a < 9. Sliécno kao u prethodnom slucaju, trazimo najveéi
b s kojim mozemo podijeliti a. Taj b ¢e ponovno biti ¢etveroznamenkast. Opet
zelimo odrediti najveci ostvarivi kvocijent, za koji nam najvise odgovara da takoder
bude cetveroznamenkast. Kako dijelimo s brojem manjim od 10, slijedi da ¢e svi
parcijalni produkti biti najvise dvoznamenkasti. Odatle direktno dobivamo kako
nema nikakvih uvjeta na prve tri znamenke kvocijenta, dok ¢etvrta mora biti takva
da u produktu s brojem a daje broj manji od 10.

Neka je opet © = |#22] 2z = [&] te 20 = x — 21 - 10. Definirajmo 2, =
min{| 2], z,}, éime osiguravamo 2} - a < 10. Najvedi odgovarajuéi kvocijent je ¢ =
z1-10+ 24. Kako bi odredili i trazeni broj b, odaberimo najveéi ¢etveroznamenkasti
broj koji pri dijeljenju s a daje cjelobrojni kvocijent q.

Jasno, b = min{a(g + 1) — 1,9999}.

Za 1l < a <9, usljedecoj tablici navodimo najvece prirodne brojeve b za koje se
na abakusu s 13 stupaca moze odrediti (a, b).

a 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
b 9999 9989 9999 9971 9959 9971 9953 9935 9999

Primijetimo kako iz prethodnih primjera proizlazi da veli¢ina broja b ne ovisi
toliko o veli¢ini broja a, koliko o njegovim svojstvima djeljivosti, tj. ne mozemo
tvrditi da ¢e b biti veci §to je a vedi ili manji.

5. Generalizacija slucaja (III)

U svakom od slucajeva (II) - (V) iz prethodnog poglavlja je za promatrani a postojao
neki b za koji je moguée na abakusu odrediti (a, b) koristenjem Euklidova algoritma.
Primijetimo kako u sluc¢ajevima (II), (IV) i (V) najveéi takav b ovisi o a, tj. b nije
jednak za sve brojeve a promatrane u tim slucajevima. Za 1 < a < 99 smo cak
i eksplicitno opisali kako iz a dobiti b. Nasuprot tome stoji interesantni slucaj
(III), prema kojem je najveéi broj b za koji mozemo odrediti (a,b) na abakusu s
13 stupaca jednak za sve troznamenkaste brojeve a (StoviSe, jednak je najveéem
troznamenkastom broju).
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Prirodno je zapitati se u cemu je posebnost toga slucaja te vrijedi li nave-
deno svojstvo i opéenito. A po ¢emu su uopée specifiéni troznamenkasti brojevi
na abakusu s 13 stupaca? Primijetimo kako za svaki prirodni broj a, koji je manji
od 10000 (ili, za svaki prirodni broj s najvise 4 znamenke) postoji prirodni b (b < a)
kojim je moguce podijeliti @ na abakusu s 13 stupaca. No, za Cetveroznamenkasti
broj a ne postoji prirodan broj b koji je na abakusu s 13 stupaca moguce podijeliti
s a. Dakle, posebnost troznamenkastih brojeva je sljedeca - oni su najveci brojevi
koji prilikom dijeljenja na abakusu s 13 stupaca mogu biti djelitelji.

Generalizirajmo ovaj rezultat, tj. odredimo koliko najvise znamenki mogu imati
brojevi koji pri dijeljenju na abakusu s n stupaca, n € N, mogu biti djelitelji.
Oznacimo trazeni broj znamenki s . Odsad pa nadalje ¢emo abakusom smatrati
kineski abakus s n stupaca. Da bi broj s x znamenki mogao biti djelitelj prilikom
netrivijalnog dijeljenja, djeljenik mora imati barem z znamenki. Dakle, za zapis
djeljenika i djelitelja nam je potrebno najmanje 2z stupaca. Upravo ¢emo najmanji
moguci broj stupaca potreban za dijeljenje s x-znamenkastim brojem dobiti uzmemo
li da i djeljenik ima to¢no x znamenki. Kako je kvocijent pri dijeljenju dvaju x-
znamenkastih brojeva jednoznamenkast, slijedi da pri ovakvom dijeljenju imamo
samo jedan parcijalni produkt, koji je takoder z-znamenkast. Ukupno su nam za
zapis opisanog dijeljenja potrebna 3z + 4 stupca, tj. da bi se na abakusu moglo
provesti dijeljenje x-znamenkastim brojem mora vrijediti nejednakost 3z < n — 4.
Dakle, najveéi = za koji se na abakusu moze provesti dijeljenje z-znamenkastim
brojem jednak je L%J Za n = 13 dobivamo da je najveéi x jednak upravo 3.

Prethodno dobiveni izraz za najveci x ovisi o ostatku koji broj n daje pri dijel-
jenju s 3. Zato promatramo 3 odvojena slucaja, u kojima ¢emo za z-znamenkasti
broj a odrediti najveéi b takav da je na abakusu moguée odrediti (a, b).

()n=3k+1

U ovom slucaju je x = k — 1. Kako postupak dijeljenja nije mogu¢ na abakusu
s manje od 7 stupaca, pretpostavljamo k > 2. Neka je 107~ < a < 10%. Odredimo
koliko najvise znamenki moze imati broj koji mozemo podijeliti s a. Za zapis broja a,
prve znamenke kvocijenta, 3 prazna stupca i prvog parcijalnog produkta, potrebno
je barem 2x+4 = 2k+2 stupaca. Dakle, za zapis djeljenika preostaje svega n—2z+
4 = k—1 = z stupaca. Ocito trazeni najveci broj b moze imati najvise x znamenki,
a na isti nac¢in kao i ranije dolazimo do zakljucka kako svaki z-znamenkasti broj
mozemo na abakusu podijeliti s a. Odatle direktno slijedi kako je najveci b za koji
mozemo na abakusu odrediti (a, b) jednak najveéem z-znamenkastom broju, tj.

b=10l"5"1 — 1.

Za n = 13, dobivamo k =4 i b = 999, isto kao u prethodnom poglavlju.

(i) n=3k+2

U ovom sluc¢aju je ponovno x = k — 1. Pretpostavimo opet & > 2 te neka je
10°~! < a < 10%. Za dijeljenje broja od z + 2 znamenki brojem a su nam veé
u prvom koraku potrebna 2z + 2 stupca za zapis tih brojeva, 3 prazna stupca,
jedan stupac za zapis prve znamenke kvocijenta te barem x stupaca za zapis prvog
parcijalnog produkta - ukupno 3x + 6 stupaca, no 3z +6 = 3k 4+ 3 > n. Dakle, broj
koji mozemo podijeliti s @ mora imati manje od x 4 2 znamenki.
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Prema tome, preostaje nam odrediti najvecéi z+1-znamenkasti broj koji mozemo
podijeliti s a. Oznacit ¢emo taj broj s b, kao i ranije. Ocito cjelobrojni kvocijent
L%J ima ili jednu ili dvije znamenke. Kako mi Zelimo odrediti najveéi b, odgovara
nam situacija u kojoj kvocijent ima dvije znamenke. Ispitajmo poblize koji su nuzni
uvjeti da bi ovakvo dijeljenje bilo moguce.

Nakon zapisa brojeva a i b (koji ukupno imaju 2z + 1 znamenki), prve znamenke
kvocijenta te ostavljanja tri prazna stupca, preostaje nam joS n —2x —5 = 3k+2 —
2k+2—5 = k—1 = z stupaca. Dakle, da bi ovo dijeljenje bilo moguce, produkt prve
znamenke kvocijenta i broja a mora imati x znamenki. No, odmah slijedi i kako
nam nakon odredivanja druge znamenke kvocijenta (ujedno i posljednje) preostaje
samo = — 1 stupaca za zapis drugog parcijalnog produkta, sto direktno povlaci da
druga znamenka kvocijenta mora biti nula (inace bi parcijalni produkt imao barem
2 znamenki). No, i ovakav zapis je mogué jedino ukoliko je x — 1 > 0, tj. ukoliko je
k> 3.

Prema tome, moramo zasebno komentirati slucaj k = 2 i n = 8, u kojem kvoci-
jent ne moze biti dvoznamenkast. Tada je z =1 te za 1 < a <9 trebamo, u stvari,
odrediti najveci b za koji su kvocijent pri cjelobrojnom dijeljenju b s a i parcijalni
produkt oba jednoznamenkasti. Preciznije, trebamo odrediti najveéi b za koji je
2] <101 [2]-a < 10. Odmah slijedi kako je b= |2]-a+a— 1.

Vratimo se sada slucaju k > 3. Najprije trebamo odrediti najveci kvocijent ¢
Cija je znamenka jedinica jednaka nuli, dok znamenka desetica pomnozena s a ne
mijenja broj znamenki broja a. Odatle je ¢ = 10 q1, gdje je ¢1 = Llozflj. Kao sto
smo komentirali i u prethodnom poglavlju, b je najveéi x + 1-znamenkasti broj za
koji vrijedi LgJ = ¢q. Sada je ocito

b=min{a(q+1)—1,10°"" —1}.

(iii) n = 3k

U ovom sluéaju je x = k — 2. Pretpostavimo da je k > 3, neka je 10*~! <
a < 10*. Provjerimo pod kojim uvjetima mozemo x + 2-znamenkasti broj podijeliti
brojem a. Kako zelimo pronadi najveéi takav broj pretpostavit ¢emo i da je kvocijent
najveéi mogudi, tj. da je troznamenkast. Za zapis ovih dvaju brojeva, 3 prazna
stupca i zapis prve znamenke kvocijenta nam je potrebno 2z + 6 = 2k + 2 stupaca,
te nam preostaju jo§ n — 2k — 2 = k — 2 stupca, upravo dovoljno za zapis broja a.
Dakle, produkt vodece znamenke kvocijenta i broja a mora imati z znamenki. No,
ve¢ sada mozemo vidjeti kako ¢e nam, nakon odredivanja druge i trece znamenke
kvocijenta za zapis daljnjih parcijalnih produkata preostati manje od x stupaca, $to
povlaci kako preostale dvije znamenke kvocijenta moraju biti jednake nuli. Osim
toga, da bi uopce mogli zapisati situaciju koja se javlja nakon odredivanja posljednje
znamenke kvocijenta, potrebno nam je 2x + 9 = 2k + 5 stupaca. Kako raspolazemo
s ukupno 3k stupaca, ovakvo dijeljenje je moguce ukoliko je k > 5. Preostaje nam
zasebno promotriti dvije specijalne situacije:

e k=3 dajen =91ix =1. Trazeni broj b moze biti najvise dvoznamenkast.
Za dvoznamenkasti djeljenik, na isti na¢in kao i ranije se moze vidjeti da za
prvi parcijalni produkt imamo dva raspoloziva stupca, dok za drugi parcijalni

99
produkt imamo samo jedan. Definirajmo ¢; = LLfOJJ ig=1[2]-10q.
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Neka je ¢4 = min{gz, [2]}. Primijetimo da je g1 najvedi prirodni broj za koji
je q1-10-a < 100, dok je g5 najvedi prirodan broj za koji vrijedii ¢ -a < 101
(g1-10+¢%) - a < 100. Odatle je najveéi moguéi kvocijent ¢ jednak 10-q; + ¢
te b=min{a- (¢+ 1) —1,99}.

e k=4 povlacin = 12 i x = 2. Sada djeljenik moze imati najvise 4 zna-
menke, no u tom slucaju kvocijent mora biti dvoznamenkast. Pretpostavimo
li da djeljenik ima 4 znamenke, slijedi da prvi parcijalni produkt mora biti
dvoznamenkast, dok drugi parcijalni produkt mora biti jednak nuli. Dakle,
b ¢e imati 4 znamenke za one brojeve a za koje vrijedi L%J -10-a+a —
1 > 1000. Lakim racunom dobivamo da je dano svojstvo zadovoljeno za
a = 11,33,48,49,91 4+ ¢,0 < ¢ < 8, za koje je trazeni b redom jednak
1000, 1022, 1007, 1028,1000 + 11 -¢,0 < 4 < 8.

Za ostale 10 < a < 90 je trazeni broj b najvise troznamenkast. Na isti
nacin kao i prije, vidimo da se u ovom slucaju jedini uvjet postavlja na drugi

999
parcijalni produkt, koji mora biti dvoznamenkast. Neka je q; = Llaojj i
q2 = Lg%gj —10-¢q;1. Definirajmo g5 = min{gs, L%J} Stavimo ¢ = ¢1 - 10+ ¢4,
odakle napokon slijedi b = min{999, (a + 1) - ¢ — 1}.

Ukoliko je k > 5, stavimo ¢; = Lloi%lj Tada je ¢ = 100 - g1 najveéi ostvarivi
kvocijent, dok je b = min{a(q+1) — 1,102 — 1} najvedi b za koji se moze odrediti
(a,b).

Zaokruzit ¢emo ovu cjelinu interesantnim teoremom, pri dokazu kojega vaznu
ulogu igra iduc¢a lema:

Lema 2. Neka je x € N. Ako je 10 < b <9- (107 — 1) - (10 — 2) tada postoji
10°~! < a < 10% takav da je znamenka jedinica broja LgJ razli¢ita od nule.

Dokaz. Dokazimo najprije sljedecu tvrdnju - ako je 10;%1 — 101%1 < 8, tada

je b < 10°. Iz dane nejednakosti slijedi b < 8 - 220D " Dalje je 107 — 8 -

0407 1) 101 1o+l — 9. 10% — 2) > 0 iz Gega tvrdnja slijedi.

Odavde slijedi kako zasigurno nisu svi kvocijenti % sadrzani u intervalu duljine

1, $to znaci da, ukoliko svi kvocijenti | 2| imaju zadnju znamenku jednaku, razlika
nekih od kvocijenata pri dijeljenju broja b dvama uzastopnim brojevima mora biti
veta od 9.

Pretpostavimo da postoji 107! < a < 10% — 1 takav da je % — ab? < 1 te neka
je a; najmanji takav. Mozemo pretpostaviti da je a; > 10°~1, jer bi inace razlika
svih kvocijenata pri dijeljenju uzastopnim brojevima bila manja od 1 pa nikako ne
bi mogli svi zavrSavati istom znamenkom. Kada bi svi kvocijenti L%J imali jednaku

zadnju znamenku, moralo bi vrijediti allil - % >9it - _b_ <1 Iz ovih dviju

al a1+1
nejednakosti slijedi 8a; < 10, tj. a1 = 1, Sto je nemogucde.

Dakle, nuzan uvjet da svi kvocijenti L%J imaju jednaku znamenku jedinica jest

105%2 - 10%1 > 9 (tada se i svi preostali uzastopni kvocijenti razlikuju za barem

9), odakle slijedi tvrdnja leme.
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Pokazat ¢emo i da tvrdnja ne vrijedi opcenito. Zaista, za dani x € N, definirajmo

10*—1

m=10- [[ i

j=10=-1
Ocito je znamenka jedinica svakog od brojeva =, 10°~! < a < 10® jednaka nuli.
Stovise, i znamenka jedinica svakog od brojeva | = | je jednaka nuli, gdje je 0 <
i < 10711 10*7! < a < 10%. Primijetimo kako smo u sluléaju x > 1 mogli iz
definicije od II izbaciti prvi faktor 10, te da je w > 10107 =10""" O

Teorem 2. Neka sux,n € N, uzz > 3. Najvedib e N, b <9-(10*—1)-(10*—-2),
za kojega je moguée na abakusu s n stupaca odrediti (a,b), jednak je za sve 10°~1 <
a < 10 — 1 ako i samo ako vrijedi ilin =3k+1, k€ N iz = L%J, ili n = 3k,
keNirx=5-1

Dokaz. Ako jen =3k+1,k € Nixz = [2:2], iz slucajeva (i) - (iii) slijedi kako
je najvedi b jednak za sve x-znamenkaste brojeve a.

Ako je n = 3k, k € Niz = g — 1, pokazimo kako svaki 107! <a<10® -1
mozemo podijeliti s 10! — 1. Primijetimo kako je kvocijent pri cjelobrojnom
dijeljenju ovakvog broja a s 10~ — 1 ili jednoznamenkast ili jednak 10, jer je
11-(10*7t —1) = 10(10* 1 = 1) +10*"1 =1 = 10* - 10 + 10°71 - 1 > 10® — 1.
Ako je kvocijent jednoznamenkast, za provodenje dijeljenja nam je potrebno najvise
rz+z—14+2+143 = 3x+3 = n stupaca, dok se u slucaju dvoznamenkastog kvocijenta
dijeljenje sastoji od dva koraka. U prvom koraku nam je potrebno z +z —1+x —
141+ 3 =3z + 2 stupaca (prva znamenka kvocijenta je jednaka 1), dakle svakako
manje od n; dok nam je u drugom koraku potrebno x+z —1+2+1+3=2x+5
stupaca (druga znamenka kvocijenta je jednaka 0), $to je manje od n ukoliko je
x > 2, no navedeno dijeljenje nema smisla za x = 1. Dakle, dijeljenje je u svakom
sluc¢aju moguce.

Osim toga, pokazimo kako niti u ovoj situaciji nismo u moguénosti podijeliti
niti jedan z-znamenkasti broj brojem veéim od 10°~! — 1. Za takvo dijeljenje
nam je potrebno z stupaca za zapis djeljenika, x stupaca za zapis djelitelja, 3
prazna stupca, 1 stupac za zapis kvocijenta i x stupaca za zapis jedinog parcijalnog
produkta. Ukupno 3z + 4 stupca, $to premasuje n.

Neka je sada najveéi odgovarajuéi b jednak za sve 10°~! < a < 10°—1. Dokazimo
najprije da broj b mora imati isti broj znamenki kao i broj a, osim u slucaju kada
jen=3kiz=%-1

Pretpostavimo prvo da je broj znamenki od b manji od x, jednak z — [, [ € N.
Trebat ¢emo sljedecu lemu:

Lema 3. Neka je 10°~=1 < b < 10°~!, I € N. Tada postoji 10*~! < a < 10*
takav da je znamenka jedinica broja |§| razlicita od nule.

Dokaz. Pretpostavimo da je broj | %] djeljivs 10 za sve 107! < a < 10”. Tada

je i znamenka jedinica broja LlO?IJ jednaka nuli, a broj 10~ + b < 10*. Tada je

posljednja znamenka broja LlOI;H’J = Lw?l +1| = LlO?IJ + 1 jednaka 1, sto je
u kontradikciji s pretpostavkom. O
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Prema prethodnoj lemi, postoji a za koji je posljednji parcijalni produkt razlicit
od nule. Na slican nacin se moze vidjeti da postoji i a takav da kvocijent |7 |
nije djeljiv s 10 i ima [ + 1 znamenki. Prema tome, da bi dijeljenje svih brojeva
10*~! < a < 10% — 1 brojem b bilo ostvarivo, moramo imati na raspolaganju barem
z4+x—1l+1l+1+2—1+3=3x—144 stupca.

Lema 4. Na abakusu s 3x — | + 4 stupca je moguée podijeliti broj 10t brojem
10°~, ukoliko je | > 2.

Dokaz. Broj 10*~! ima z, dok broj 10*~! ima x — [+ 1 znamenki. Za zapis prve
znamenke kvocijenta (koja je jednaka jedan) i prvog parcijalnog produkta (koji je
jednak 10*~1) nam je potrebno 3x—2(+6 stupaca, §to je manje od 3z —I+4 ukoliko je
I > 2. Kako su sve preostale znamenke kvocijenta jednake nuli, ako imamo dovoljno
stupaca za zapis posljednjeg parcijalnog produkta, svakako ih imamo dovoljno i za
zapis prethodnih. Za zapis posljednjeg parcijalnog produkta, nakon odredivanja
posljednje znamenke kvocijenta, potrebno nam je 2z + 5 stupaca. 2x + 5 nije vece
od 3z — [ + 4 ukoliko je z — [ > 1, sto svakako vrijedi. O

Dakle, ukoliko je I > 2, broj 10~ mozemo podijeliti brojem veéim od b, pa u
tom slucaju b nece biti jednak za sve brojeve s x znamenki.

Prokomentirajmo jos i moguénost [ = 1. Za dijeljenje brojevaa € {10*~% ... 10—
1} brojem b od  — 1 znamenki su potrebna barem 3x + 3 stupca (po x za zapis
djeljenika i parcijalnog produkta, x — 1 za zapis djelitelja, 1 za zapis kvocijenta i
3 slobodna stupca). Ukoliko ili broj stupaca n nije djeljiv s 3 ili je z < % — 1,
slijedi da je n > 3z + 4, §to je broj stupaca dovoljan za dijeljenje x-znamenkastog
broja samim sobom. Dakle, niti u jednom slucaju razlicitom od navedenog u iskazu
teorema, najveéi broj b ne moze biti jednak za sve brojeve a koji imaju jednak broj

znamenki.

Sada pretpostavimo da je broj znamenki broja b veci od x, jednak x +1, [ € N.
Dakle, b > 10*. U daljnjem je klju¢éna pretpostavka b < 9-(10* — 1) - (10* — 2),
jer tada iz Leme 2 slijedi kako postoji barem jedan 10*~! < a < 10% takav da je
znamenka jedinica broja L%J razlic¢ita od nule, te ¢e pri dijeljenju broja b brojem a
zadnji parcijalni produkt biti razli¢it od nule.

Za dijeljenje broja b takvim brojem a su potrebna ukupno barem 3x + 2 + 4
stupca (x + [ za zapis broja b, x za zapis broja a, [ + 1 za zapis kvocijenta, barem
x za zapis posljednjeg parcijalnog produkta i 3 prazna stupca).

Lema 5. Ako x > 3, tada je na abakusu s 3x + 21 + 4 stupca mogudée podijeliti
broj 10°*! brojem 1071,

Dokaz. Zaista, za provodenje prvog koraka tog dijeljenja, potreban je z + 1+ 1
stupac za zapis broja 10+, z stupaca za zapis broja 10*~!, 1 stupac za zapis broja
1 (prve znamenka kvocijenta) te z stupaca za zapis prvog parcijalnog produkta
(jednakog opet 10°~1). Uz 3 prazna stupca, ovo ¢ini ukupno 3z + [ + 5 stupaca,
koliko i imamo, jer je [ € N.

Kako su sve preostale znamenke kvocijenta jednake nuli, svaki od preostalih
parcijalnih produkata je jednoznamenkast. Dakle, ukoliko mozemo zapisati zadnji,
mozemo zapisati i sve prethodne.

Za zadnji korak navedenog dijeljenja nam je potreban x + [ + 1 stupac za zapis
broja 10°*t!, z stupaca za zapis djelitelja 10°~1, [ + 2 stupca za zapis kvocijenta
10!+, jedan stupac za zapis posljednjeg parcijalnog produkta jednakog nuli te tri
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prazna stupca; ukupno 2z + 2] + 7. Ako je z > 3, mozemo provesti kompletno
dijeljenje. O

Iz ove leme slijedi kako za barem jedan z-znamenkasti broj a postoji broj veci
od b koji mozemo podijeliti s a te b ne moze biti jednak za sve 10°~! < a < 10%.

Sada znamo kako, osim u slucaju n = 3k, z = § — 11l = 1, trazeni najveci
broj b, ako postoji, mora imati jednak broj znamenaka kao i broj a, tj. b mora biti
x-znamenkast.

Dijeljenje dvaju z-znamenkastih brojeva se sastoji iz samo jednog koraka, a za
njegov zapis su potrebna ukupno 3z + 4 stupca (primijetimo kako kvocijent ima
jednu, a parcijalni produkt = znamenki). Ako ili broj stupaca n nije oblika 3k + 1
ili je x razlicito od L%J, broj stupaca je strogo veéi od 3z + 4.

Lema 6. Na abakusu s 3x + b stupaca je moguce podijeliti broj 10* brojem
1071, uz uvjet x > 2.

Dokaz. Kako je kvocijent pri ovom dijeljenju jednak 10, ono se sastoji iz dva
koraka. Na isti nacin kao ranije, dobivamo da je za zapis prvog koraka potrebno
3z + 5, dok je za zapis drugog koraka potrebno 2z + 7 stupaca, te je time lema
dokazana. O

Iz ove leme napokon slijedi kako su jedini slucajevi u kojima ¢e najveéi broj
b za koji je na abakusu s n stupaca mogude odrediti (a,b) biti jednak za sve x-
znamenkaste brojeve a, upravo oni navedeni u iskazu teorema. Time je dokaz
Teorema 2 zavrSen. O

Napomenimo kako koristenjem prikazanih elementarnih metoda nismo bili u
mogucénosti dobiti bolje ocjene od onih iznesenih u iskazu teorema.
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