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Primjena karakteristicnih funkcija u statistici

SLOBODAN JELIG*

Sazetak. U ovom radu odredene su funkcije distribucije aritmeticke
sredine slucagnog uzorka duljine n iz standardne normalne @ jedinicne
uniformne distribucije primjenom karakteristicnih funkcija. Na primje-
ru geometrijske sredine uzorka iz jedinicéne uniformne distribucije ilu-
strirana je primjena teorijskih rezultata o karakteristicnim funkcijama
(teorem jedinstvenosti). Navedeni su i specijalni primgjeri odredivanja
distribucija nekih statistika koje se cesto primjenjuju.

Kljuéne rijeci: karakteristicna funkcija, sluc¢ajna varijabla, funkcija
gustoce, funkcija distribucije, slucajan uzorak, statistika, uzoracka arit-
meticka sredina, uzoracka varijanca, geometrijska sredina, gama funkcija,
gama distribucija, x? - distribucija

Application of characteristic functions in statistics

Abstract. In this paper cumulative distribution functions of arith-
metic mean of random sample from standard normal and standard uni-
form distributions are calculated by using characteristic functions. An
application of basic theoretical results of characteristic functions s illus-
trated in example of geometric mean of random sample from standard
uniform distribution. Some special examples of calculating frequently
used statistics are also presented.

Key words: characteristic function, random variable, probability
density function, cumulative distribution function, random sample, statis-
tic, arithmetic mean of sample, variance of sample, geometric mean,
Gamma function, Gamma distribution, x? - distribution

1. Uvod

Karakteristicne funkcije slucajnih varijabli i sluc¢ajnih vektora su iznimno bitna
komponenta analitickog aparata teorije vjerojatnosti. Jedan od fundamentalnih
rezultata na ovom podrucju jest teorem koji daje 1 — 1 korespondenciju izmedu
karakteristi¢ne funkcije slu¢ajne varijable i njoj pripadne funkcije distribucije (teo-
rem o jedinstvenosti). To ¢emo posebno koristiti u sluéajevima kada treba odrediti
funkciju distribucije sume nezavisnih sluc¢ajnih varijabli. Za pocetak, navodimo
definiciju karakteristicne funkcije (vidi [2], strana 10).
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Definicija 1. Neka je Fx funkcija distribucije slucajne varijable X. Funkciju
vx : R — C definiranu izrazom

ox(t) = /Oo e dFx(x) = /00 cos(tz)dFx(z) —|—i/oo sin(tz)dFx(z), teR,

—o00 —o00 —o00 (1)

zovemo karakteristiéna funkcija sluéajne varijable X.

Prema definiciji 1 vidimo da je karakteristicna funkcija slucajne varijable X s
funkcijom distribucije Fx jednaka matematickom ocekivanju kompleksne slucajne
varijable e**X . .

px(t) = / e dFyx(z) = E[e"X], teR. (2)
Ukoliko je X diskretna slucajna varijabla sa slikom R(X) = {z1,x2,...} (vidi [1],
strana 89) i distribucijom P{X =z} = px za k = 1,2, ..., prema definiciji 1 slijedi
da je
px(t) = Z ey, teR.
R ER(X)

Ukoliko je X neprekidna sluéajna varijabla s funkcijom gustoée fx (vidi [2], strana
4), tada prema definiciji 1 slijedi da je

px(t) = /00 e fx(x)dx, tER. (3)

— 00

Kao sto je ve¢ najavljeno, karakteristicne funkcije su narocito korisne prilikom
odredivanja funkcije distribucije sume nezavisnih slu¢ajnih varijabli. Cinjenica da
je karakteristi¢na funkcija sume n nezavisnih sluc¢ajnih varijabli jednaka produktu
karakteristicnih funkcija tih slucajnih varijabli iskazana je sljede¢im teoremom.

Teorem 1. Neka su X1, Xo, ..., X, nezavisne slucajne varijable i S,, = 22:1 Xk.
Tada vrijedi

s, (t) = [[ ex.(t), teR.
k=1

Dokaz.

Koristeéi pretpostavku o nezavisnosti slucajnih varijabli Xy, za k = 1,...,n, te
relaciju (2) vidimo da je

ps, (1) = oxp_, x,(t) = Ele" im0 = EleXia 3]
_ E[H eith] _ H E[eith] _ H ©x, ().
k=1 k=1 k=1

O

Veza izmedu karakteristicne funkcije slucajne varijable i njezine afine transformacije
pokazat Ce se takoder korisnom u narednim primjenama, a navedena je u sljede¢em
teoremu.
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Teorem 2. Ako je X sluc¢ajna varijabla i a, 3 € R, tada vrijedi
Yaxip(t) = ePlox(at), teR.
Dokaz.
Koristedi relaciju (2) i linearnost matematickog ocekivanja dobivamo da je
<PaX+ﬁ(t) _ E[eit(aXJrﬁ)] — E[eitﬁeiatX] — eitﬁE[ei(at)X] _ eitﬁ<px (Ozt).
a

Sljedeci teorem daje 1 — 1 korespondenciju izmedu skupa svih karakteristicnih
funkcija i skupa svih funkcija distribucija sluc¢ajnih varijabli. Ako dvije slucajne
varijable X i1 Y imaju istu karakteristicnu funkciju, onda one imaju istu funkciju
distribucije.

Teorem 3 [Teorem jedinstvenosti]. Neka su Fx i Fy funkcije distribucije
na R i neka one imaju istu karakteristicnu funkciju, tj. vVt € R vrijedi

/ e dFx(z) = / " dFy (x).

Tada je Fx = Fy. Za dokaz vidi [6], strana 446.

2. Primjena karakteristi¢nih funkcija

2.1. Aritmeticka sredina slu¢ajnog uzorka

Definicija 2. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je X slu¢ajna vari-
jabla na Q kojoj pripada funkcija distribucije F'. KaZemo da slu¢ajne varijable cine
slucajan uzorak duljine n iz populacije s funkcijom distribucije F' ako su X1, ..., Xy
nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable sa istom funkcijom distribu-
cije F. Neka je X = (X1,...,X,) slucajan uzorak iz funkcije distribucije F i
g : R™ = R Borelova funkcija. Slucajnu varijablu T = g(X) nazivamo statistika.

Definicija 3. Za slu¢ajnu varijablu X kaZemo da ima standardnu uniformnu
distribuciju ¢ pisemo X ~ U(0,1) ako je njezina funkcija gustole definirana na
sljedeci nacin

s ={ 0 T 1)

Propozicija 1.
Karakteristicna funkcija statistike

tj. karakteristicna funkcija aritmeticke sredine slucajnog uzorka X je:



88 SLOBODAN JELIC

en —1

], teR\ {0}

ako X ima standardnu uniformnu distribuciju, tj. funkcija gustoce od X
definirana je u (1).
b)
. o242
px(t)=e""", teR

ako X potjece iz normalne distribucije s parametrima p i o2,

Dokaz.

Kako su sve slucajne varijable jednako distribuirane i pripadne karakteristicne
funkcije su jednake. Neka je ox, = pzak =1,...,n. Uvedemo li oznaku X = %Sn,
gdje je S, = >1_, Xk, prema teoremu 1 vidimo da je

Uzmemo li da je a = % i # =0 prema teoremu 2 slijedi da je
t n
pxt) =915, = o~ ])| - (2)

a) Treba odrediti karakteristi¢nu funkciju ¢ slucéajne varijable Xy ~ U(0,1) za
k=1,...,n. Funkcija gustoce slucajne varijable X zadana je u (1). Prema (1) je

u=tx

1 1

1 [t i [t 1. i i
= - cosudu + - sinudu = —sint — - cost + -
t Jo tJo t t t

; ; . 1 .
%u_@mpm$m»:%u_aw:_gu_aw
et — 1

it

Iz relacija (2) i (3) slijedi da je karakteristiéna funkcija statistike X

oxt) = [67.‘1] | (4)

1t

b) Karakteristi¢na funkcija slu¢ajne varijable Y sa standardnom normalnom dis-
tribucijom dana je izrazom

pt)y=e 7, teR. (5)

Dokaz vidi u [6] (str. 451).
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Slu¢ajnu varijablu Y ~ A(0,1) dobivamo standardizacijom slu¢ajne varijable
X ~ N(u,0?), odnosno
X—p
—

Y =

Odatle vidimo da se X moze prikazati kao
X =0Y + p.

Koristeci teorem 2 dobivamo da je

o242

ox(t) = ety (ot) =™ 2, teR. (6)

Iz relacija (2) i (6) mozemo odrediti karakteristicnu funkciju statistike X gdje je
Xp ~N(p,0%) zak=1,2,...n:

5242

W, teR. (7)

() = [eint—om )" gint—
px(t) = | e

. . ~ . . ~ 2
Prema tvrdnji teorema 3 zakljucujemo da je X ~ N (u, Z-).

2.2. Geometrijska sredina slu¢ajnog uzorka

U sljede¢em primjeru odredena je funkcija gustoce geometrijske sredine sluc¢ajnog
uzorka pomocu prethodno navedenih svojstava karakteristicnih funkcija.

Teorem 4. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je X = (Xq,...,X,)
slucajan uzorak iz standardne uniformne distribucije s funkcijom gustoée zadanom
u (1). Funkcija distribucije geometrijske sredine uzorka, tj. slucajne varijable

dana je izrazom

Fp(z) = q Hoemms 2 e(0,1)
1 , z€[l,+00)
gdje je
I(n,—nlnz) = / t"letat
—nlnz

nepotpuna gama funkcija.
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Dokaz.

1
n n 1 n 171
Z = X InZ =-1 Xy | =— In Xj. 8
({x) worfo(Ilx) mme o

Neka je g : R — (0, +00) monotono rastuéa bijekcija zadana s

g(t) = ¢

1Y =InZ. Vidimo da je Z = g(Y'). Tada je prema [6] (str. 363, Teorem 11.8)

0 , 1inace

fZ(Z)—{ fr(nz)l , z€(0,+00) o)

Odredimo najprije karakteristicnu funkciju slucajne varijable Y, = In X; gdje je
X, ~U(0,1).

1 1
vy, (t) = / cos (tlnx)dx +1 / sin (tlnx)dx
0 0

Metodom parcijalne integracije dobivamo da je

1 1
/ cos (tlnz)dr =1+ t/ sin (¢t lnx)dx
0 0

1 1
/ sin (tlnx)dx = —t/ cos (tInx)dx,
0 0

Sto daje

! 1
/ cos (tlnx)dxr =
0

1+t2
! —t
/0 sin (tlnx)dx = e
Odavde slijedi da je
1 .t 1
PYi (t) =

Ti1xe 'ixe 1+

a iz relacije (2) dobivamo da je

oy (t) = (1 +i3>n, teR. (10)

n

Koristenjem teorema 2 odredit ¢emo karakteristicnu funkciju sluc¢ajne varijable —Y".

vy == (1-i1) ", ter ()

n
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Iz teorema 3 vidimo da slucajna varijabla —Y ima gama-distribuciju s parametrima
nil (vidi [6], str. 453), tj.

nflefnx

f,y(x) _ { %{E , T € <0, —|—OO> (12)

0 , 1inace
Sada ¢emo odrediti funkciju gustoce slucajne varijable Y. Neka je h : R — R
monotono padajuca bijekcija zadana s

h(t) = —t.

Tada je Y = h(=Y) i prema [6] (str. 363, Teorem 11.8)

3

ﬁﬁ»_{;§ym,%wWM]@mﬂ . g€ (=00,0)

, inace

odnosno

n

n- (_ nflen —00
fﬂm_{gw<w ' oovel0) (13)

Funkciju gustoce slucajne varijable Z odredit ¢emo koristedi se relacijama (9) i (13).

%(—z Inz)""t | 2€(0,1)

! (14)

f2(2) = { inace

Po definiciji, funkcija distribucije Fz slucajne varijable Z s funkcijom gustoée fz
(vidi [2]) dane u (14) jednaka je

Fz(z) = P(Z < 2) = 1 F2(t)dt.

U naSem slucaju, oc¢ito je Fz(z) = 0za z < 01 Fz(z) = 1 za z > 1.Nadalje, za
z € (0,1) imamo da je

nn

Fz(z) = ) /OZ(—tlnt)"ldt. (15)

Nakon supstitucije u = —nlInt, relacija (15) dobiva sljedeéi oblik

1 (o)
Fz(2) = W/ 1 u"tetdu, z¢€(0,1).

Odavde vidimo da je funkcija distribucije slucajne varijable Z zadana izrazom

0 , 2z € (—00,0]
Fp(z)=¢ Hoonmad o oze(0,1) . (16)
1 , z€[l,+00)
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Definicija 4. Neka su X; ~ N(0,1) nezavisne sluéajne varijable . Tada je

Y, = zn: X7
j=1

sluc¢ajna varijabla s hi-kvadrat distribucijom s n stupnjeva slobode, tj. Y, ~
x2(n). Moze se pokazati da hi-kvadrat distribucija n stupnjeva slobode predstavlja

specijalni slucaj gama distribucije s parametrima & i 2, tj. Y, ~ I'(§,2) (vidi [6],

str. 265). Zbog toga je funkcija gustoée od Y;, zadana sljedeéim izrazom
v (x) F("l)ﬁx%ilei% , >0 (17)
x) = 3
Yo 0 C 2<0

Slucajna varijabla iz definicije 17 ima veoma znacajnu primjenu u statistici prilikom
provodenja y2-testa (vidi [5]). Sljedeéim teoremom dano je vazno svojstvo sluéajnih
varijabli s funkcijom gustoce (17).

Teorem 5. Neka su'Y, iY,, nezavisne slucajne varijable koje imaju hi-kvadrat
distribuciju s n odnosno m stupnjeva slobode. Tada su slucajne varijable Y, iy, @
Y, + Y., jednako distribuirane @ imaju hi-kvadrat distribuciju s n + m stupnjeva
slobode, tj. Yy im ~ x2(n+m).

Dokaz.

Odredimo karakteristicnu funkciju slucajne varijable Y,,. Prema definiciji 1

1

+oo
5 — _ $-1,-%(1-2it) g,
on )= Fagr |, 71 :

Nakon supstitucije u = §(1 — 2it), gornji izraz dobiva sljedeci oblik

1 oo,
Py, (t) = n—n/ ut e du,
L(2)(1-2it)" J,

Sto nakon sredivanja daje

1

)= — . 18
o) = T (18)
Iz teorema 1 vidimo da je
1 1
t) = t t) = _ _
PY.1v., (1) = ey, (t)ey,, (t) 1 2f 1 _2i)%
1
= 0 = P () 19
o TE = P (19)

Sada, prema teoremu 3 slijedi da su slucajne varijable Y, 1, 1 ¥, + Y}, jednako
distribuirane i imaju hi-kvadrat distribuciju s n+m stupnjeva slobode, tj. Yy 4m ~
x2(n +m). O
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, Xn) sluéajan uzorak iz normalne distribucije

Teorem 6. Neka je X = (X, ...
s parametrima pu i 0% in > 2. Tada statistika

nS2
o2
ima x%(n — 1) distribuciju. Statistika 8_721 je uzoracka varijanca definirana s
— 1<
SZ=-% (X;-X)%

n 4
Jj=1

Za dokaz vidi [6], str. 380, Teorem 11.11.
Propozicija 2. Neka je X ~ N (u,0?). Tada je —X ~ N (—pu,0?).

Dokaz.
F x(z)=P(-X<2)=PX >-2)=1-P(X < —x)
1 oo w2 1 /79” (t=)?
= — 67 202 dt—— 67 202 dt
oV 2 /700 ovV2T J_
1 +oo (t—w)?
= / e 22 dt
oV2r J_,
Nakon supstitucije ¢ = —u dobivamo
1 * u—(—p)?
F_x(z) = / i du,
oV21 J_oo

odakle vidimo da je —X ~ N (—pu, o?).
a

Teorem 7. Neka su X = (X1,...,X,) 1Y = (Y1,...,Yn) dva nezavisna
sluéajna uzorka takva da je X;,Y; ~ N(p,0?). Neka je

anﬁi;xi; Ym:E;Yj,
8_121— %Z(Xl Yn)Qa % - %i(yj _Vm)Q
i=1 j=1

Tada vrijedi:

(1) _
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(2) .
nS2 + msS2,
Yogm-g2 = ——5—"2 ~x*(n+m—2).

Dokaz.

(1) Na osnovu primjera 2 zakljucujemo da je
_ o2 _ o2
X~ N —); - Yo~ N, —). (20)
Prema propoziciji 2 =Y, ~ N(—pu, %2) Iz relacije (7) izvodimo karakteristicne

funkcije od X,, i =Y,

5242 ) 2,2

ox, () =™ o g (t)=e T (21)

m

Zbog nezavisnosti sluéajnih uzoraka i teorema 1, slu¢ajna varijabla X,, — Y, ima
karakteristicnu funkciju oblika

0%,7,.(t) = ox, (Oo_y, () = e~ HE 22)

Sada iz teorema 2 dobivamo da je

ox-(t) = ox. 7. (\/TM)_e— (23)

Iz teorema 3 slijedi da je X* ~ N(0, 1)
(2) Slijedi direktno iz teorema 5 i 6
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