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Kako dobiti auto umjesto koze

Turtko Tadié

U ovom prilogu osvrnut ¢emo se na jedan poznati problem (elementarne) teorije vjerojatnosti. Citatelji su
se ve¢ imali prilike s ovim zadatkom sresti u [2]. Problem je poznat pod nazivom Problem auta i dviju koza.

Let’s Make a Deal

0Od 1963. do 1986. godine u SAD-u na televizijskoj mrezi NBC prikazivala se popularna zabavno-nagradna
emisija Let’s Make a Deal' s mnogo zanimljivih trenutaka: trgovanja, ponuda, zamjena.... U novije vrijeme
emisija se povremeno prikazuje na televiziji, te je i dalje popularna. Zavrsni dio emisije doveo je do problema
koji ¢emo proucavati.

Problem

Na kraju emisije voditelj bi izveo natjecatelja pred troja vrata (oznacenih sa brojevima I, IT i IIT).

I II I1I

Monty Hall - voditelj

Iza jednih vrata nalazi se auto, a iza ostalih koza. Voditelj bi zamolio natjecatelja da izabere jedna vrata.
Nakon §to bi natjecatelj izabrao, voditelj otvara jedna od vrata iza kojih se nalazi koza i pita natjecatelja Zel:
li promijeniti vrata koja je izabrao.

Postavlja se pitanje treba li natjecatelj promijeniti prijasnji izbor, ostati pri njemu ili to nije vazno?

Vecina ljudi zaljucivala je na sljedeéi nacin: vjerojatnost da se iza nekih vrata nalazi auto ista je bez obzira
na to koja vrata odaberemo. Stoga je svejedno promijenimo li pocetni izbor vrata ili ne.

1Problem je poznat i kao Monty’s dilemma po voditelju i autoru emisije Monty Hallu.
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U matematici, ne koristimo pokuse za otkrivanje toénih odgovora (za razliku od kemije, fizike ...). U teoriji
vjerojatnosti zahvaljujuéi zakonu velikih brojeva? odgovor mozemo naslutiti.

Provedimo pokus

Pokus bismo mogli provesti imitirajué¢i pravu emisiju, no za to bi nam trebale dvije osobe, dosta vremena i
strpljenja i precizno biljezenje rezultata. Umjesto toga napravit ¢emo racunalnu simulaciju. Racunalne simula-
cije nisu potpuno identi¢ne sluc¢ajnim dogadajima, ali ih dovoljno dobro oponasaju.

Simulaciju éemo napraviti u MAPLE-u?.
Na trenutak zanemarimo pitanje zamjene odabranih vratiju i analizirajmo problem. Imamo 2 slu¢ajna
dogadaja: izbor vrata iza kojih ¢e stajati auto i natjecateljev (prvi) izbor vrata.

Ovo mozemo promatrati na sljedeéi nac¢in:

- organizatori emisije (slu¢ajno) biraju vrata od 1 do 3 iza kojih ée staviti auto (iza preostalih vrata stavljaju
koze), redni broj tih vrata oznacimo s a;

- natjecatelj pogada vrata od 1 do 3 iza kojih misli da se nalazi auto; taj broj oznac¢imo s n.

Odlu¢imo se za promjenu prvotnog izbora. Ako je a = n tada dobivamo kozu (bez obzira koja vrata s kozom
otvori voditelj), a ako je a # n tada ¢e voditelj otvoriti preostala vrata iza kojih se nalazi koza i konaénim
izborom dobivamo auto.

Provedimo to sada na ra¢unalu. Prvo ¢emo uvesti proceduru izbor koja ée nasumce izvlaciti broj od 1
do 3.

> izbor:=rand(1..3):

Procedura zamjena ispitivati ée jesmo li zamjenom dobili auto (tada vraca 1) ili smo ga izgubili (kada
vraca 0).
> zamjena:=proc(a,n)
if n=a then O
else 1
end if;
end proc:

vV VvV V V

Incijaliziramo brojace koji pokazuju koliko puta smo promjenom (prvotnog) izbora vrata dobili auto, a
koliko kozu.
> auto:=0: koza:=0:
Sada ¢emo pokus (simulaciju igre) provesti 30000 puta:
for i from 1 to 30000 do
a:=izbor(): mn:=izbor();
if zamjena(a,n)=1 then auto:=auto+1:
else koza:=koza+l:

end if:
end do:

vV VVVYVYV

Pogledajmo koliko puta smo dobili auto, a koliko puta kozu.
> auto;
20041
> koza;
9959
> evalf (auto/30000);
0.6680333333
> evalf (koza/30000) ;
0.3319666667

Ove rezultate dobili smo za 4.6 sekundi. (@ Zamislite koliko bi nam trebalo da 30000 pokusa napravimo
bez ra¢unala.)

2Vidi prilog: Zakon velikih brojeva i Loto, PlayMath br. 10(2006.), str 33-35.
3Radi jednostavnosti koda simulaciju radimo u MAPLE-u. Sliéno se moglo napraviti i u drugim programskim jezicima Pascal-
u,C-u,...
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KOZA
AUTO

Slika 1.

2
Promjenom izbora vrata auto smo dobili u 66.8% = 3 slucajeva.
Koliko bismo puta dobili auto da nismo napravili promjenu prvotnog izbora vrata? To ¢emo ispitati na isti
nacin kao prije jedino ¢e u prethodnom programu se ispitivati je li zamjena(a,n)=0.

> auto:=0: koza:=0:

> for i fro 1 to 30000 o
> :=izbor ( :=izbor
> 1f zamJena(a n) =0 then auto:=auto+1:
> else koza:=koza+l:
> end if:
> end do:
> auto;
9947
> koza;
20053

> evalf (auto/30000) ;
0.3315666667

> evalf (koza/30000) ;
0.6684333333

1
A ko nismo promijenili izbor auto dobivamo u 33.15% ~ 3 slucajeva.
Ovolika razlika nikako ne moze biti slucajna (osim ako nije rije¢ o velikoj gresci u mjerenju). Stoga
naslué¢ujemo da je pocetni zakljucak kako je svejedno promijenimo li pocetni izbor ili ne pogresan.
Moguéi ishodi

Moguée ishode emisije mozemo oznaciti sa (a,n), gdje broj a € {1,2,3} oznacava vrata iza kojih se nalazi
auto, a broj n € {1,2,3} vrata koja je (prvotno) odabrao natjecatelj. Moguéih ishoda ima 9:

(1,3)
(2,3)
(3,3)

Pretpostavimo da su svi ovi ishodi jednako moguéi. Promjena ili ostavljanje prvotno odabranih vratiju nece
utjecati na ishode.

Ako ne zamijenimo prvotno odabrana vrata, povoljni ishodi emisije za nas su:

(1,1), (2.2) 1 (3,3).
Stoga je vjerojatnost dobitka auta ako nismo promijenili prvotnu odluku jednaka

. . BROJ POVOLJNIH ISHODA 3 1
P(’dobitak auta bez promjene prvotne odluke’) = , =—-=_.
BROJ MOGUCIH ISHODA 9 3
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Recimo da se odlu¢imo za promjenu prvotno odabranih vrata. Koji su nam ishodi povoljni? Kao sto smo
veé rekli, oni u kojima smo prvotnim odabirom vrata odabrali vrata iza kojih se nalazi koza, tj. takvi ishodi
(a,n) za koje je a # n. Povoljnih ishoda ima 6:

(1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,2).
Stoga je vjerojatnost dobitka auta ako smo promijenili prvotnu odluku jednaka

. . BROJ POVOLJNIH ISHODA 6 2
P(’dobitak auta uz promjenu prvotne odluke’) = , =—=-.
BROJ MOGUCIH ISHODA 9 3

Ako promijenimo izbor vrata, vjerojatnost da ¢emo dobiti auto iznosit ¢e =, a ako ne promijenimo izbor

1
vjerojatnost dobitka ¢e biti —. Ovaj rezultat slaZe se s rezultatima nase simulacije. Dakle, promjenom prvotnog
izbora vrata vjerojatnost dobitka auta ¢e se udvostruiciti! Odgovor na pocetno pitanje je: veca je vjerojatnost
da igrac osovoji auto ako promijeni pocetni izbor.

Malo poopéenje

U matematici ¢esto pokusavamo poopéiti neke pojave. Zasto bi broj vrata bio samo 3?7 Neka broj vrata
bude n.

Recimo da imamo n > 3 vrata (iza jednih je auto, a iza ostalih su koze). Mi odabiremo jedna od njih, a
voditelj nam otvara n — 2 vrata koje nismo odabrali iza kojih se nalaze koze. Preostala su dvoja vrata. Voditelj
ponovo nudi zamjenu odabira vrata. Isplati li se zamijeniti?

I II 111 N

Pouceni prethodnim iskustvom veéina onih koji su, kad smo prvi put postavili ovo pitanje, rekli: ,,Nema
veze” sada vjerojatno nisu tako sigurni. Uz sli¢no zaklju¢ivanje kao prije, ako se odlu¢imo ne promijeniti vrata,

1
vjerojatnost da dobijemo auto je —, a ako ih promijenimo vjerojatnost je
n

Za n =5 to bi znaéilo da promjenom odabira vrata vjerojatnost dobitka auta raste na 80%. ©
Sto je n veli, zamjena pocetnog izbora vratiju se vise isplati.
Osvrt

Za kraj pozivam citatelje da sljedeéi put kad igraju igre na sre¢u razmisle: Mogu li povecati svoje izglede za
pobjedu? Na koji je nacin bolje igrati? Ako dodu do zanimljivih otkric¢a, neka posalju prilog u PlayMath, kako
bi i ostali doznali. Ovaj problem i danas, 20 godina kasnije, i dalje izaziva dvojbe i rasprave. Sve zainteresirane
pozivam da pogledaju ¢lanak [1] u kojem su navedene jos neke modifikacije i poopéenja ovog problema.
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