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Kamatni racun je podrucje financija koje je relativno elementarno, dobro poznato,
a ipak se u praksi, pa i u teoriji, o pojedinim pitanjima pojavijuju razlicita shvacéanja ili
interpretacije. U takvoj se situaciji pojavijuje potreba i za propitivanjem osnovnih for-
mula kamatnog racuna, a onda je dimenzionalna analiza nezaobilazno sredstvo.

lako se literatura koja obraduje kamatne stope i obracune kamata uglavnom eks-
plicitno ne izjasnjava o dimenzionalnosti kamatnih stopa, lako je uociti da ve¢ osnov-
ne formule koje se pritom navode Cesto nisu dimenzionalno homogene, $to znaci da ni-
su opcenito valjane. Stoga je potrebno u tom, kao uostalom i u drugim podrucjima eko-
nomije, postaviti dimenzionalno homogene formule, a to znaci da ih zapravo treba (po-
novno) izvesti. 10 je i cilj ovog rada, pri Cemu je prednost dana onome Sto se drzalo bit-
nim: detaljnim i potpunim izlaganjem uvelike bi se premasio prihvatljivi opseg rada.

U prvom poglaviju navode se osnovni pojmovi povezani s dimenzionalnim velici-
nama nuzni za nastavak izlaganja. U drugom se poglavlju pokazuje, u skladu s eko-
nomskom teorijom i tradicijom, da je dimenzija kamatne stope reciprocna vremenu.
Posljedice te cinjenice na formule povezane s jednostavnim ukamacivanjem obraduju
se u trecem poglavlju. Jednostavno ukamacivanje nije u potpunosti konzistentno s vre-
menskom preferencijom novca, bit ukamacivanja je slozeno ukamacivanje, kojemu je
posebna pozornost dana u Cetvrtom poglaviju. Iz opéeg svojstva sloZenog ukamaciva-
nja izvedene su formule za dekurzivno i anticipativno ukamacivanje, a ilustrirana je i
primjena Buckinghamova teorema na kamatni racun. Definicija ekvivalentnih kamat-
nih stopa posluZila je za izvodenje formula pomocu kojih su razmatrani pojedini pro-
blemi kamatnog racuna kao Sto su primjena relativne i konformne stope ili ekvivalent-
ne dekurzivna i anticipativna stopa. Pomocu ekvivalentnih stopa konzistentno je izve-
deno i trenutacno ukamacivanje.

Kljucne rijeci: dimenzionalna analiza, kamatne stope, jednostavno ukamacivanje,
sloZeno ukamacivanje, ekvivalentne stope
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1. Najkraée o dimenzijama

Veli¢ine koje se pojavljuju u ekonomiji opéenito nisu apstraktni ili Cisti brojevi
(neimenovani brojevi). To su veli¢ine koje su izraZzene u odredenim mjernim jedi-
nicama (imenovani brojevi), §to znaci da pripadaju nekoj dimenziji. Naime, svako
mjerenje povezano je s odredenom dimenzijom i svaka znanost u kojoj se nesto
mjeri treba utvrditi koje su elementarne ili primarne dimenzije u toj znanosti.

Za potvrdu toga dobro e posluziti primjer iz fizike u kojoj je izvorno i razvijen
takav koncept dimenzije: za cijelu klasicnu mehaniku potrebne su tri primarne di-
menzije - masa, duljina i vrijeme - dok su sve ostale dimenzije izvedene ili sekun-
darne. To znaci da ¢e i sve mjerne jedinice koje se pojavljuju u klasi¢noj mehanici
biti mogude izraziti pomoc¢u mjernih jedinica za masu, duljinu i vrijeme. Tako je br-
zina sekundarna dimenzija (duljina/vrijeme), pa se i mjeri u jedinicama koje su iz-
vedene iz mjernih jedinica za duljinu i vrijeme.

Primarne dimenzije, naravno, postoje i u ekonomiji, a za ovaj dio financija do-
voljne su dvije:! novac M i vrijeme (vremenski intervali) T. Bez moguénosti za su-
stavnije izlaganje u vezi s dimenzijama navedimo tek nekoliko naznaka vaZnih za
nastavak izlaganja.2

1. Veli¢ine koje pripadaju razli¢itim dimenzijama ne mogu se zbrajati (to je ona

poznata izreka o “kruSkama i jabukama”).

2. Dimenzija produkta dviju veli¢ina jednaka je produktu dimenzija tih velicina.

1z tog slijedi da su sekundarne dimenzije produkti potencija primarnih di-
menzija.

3. Jednadzba je dimenzionalno homogena ako obje strane jednadzbe pripada-
ju istoj dimenziji.

4. Svaka velicina koja pripada nekoj dimenziji moZe se prikazati kao umnoZak
mjernog broja (brojéanog iznosa) 1 mjerne jedinice. 1z toga slijedi vazno svoj-
stvo invarijantnosti ekonomskih velic¢ina s obzirom na upotrebu razlicitih mjer-
nih jedinica.

5. Matematicke formulacije definicija i ekonomskih zakona koje prikazuju ve-
ze izmedu ekonomskih veli¢ina nazivaju se jednadzbama medu veli¢inama ili
veli¢inskim jednadzbama. Kako veliCine ne ovise o izboru mjernih jedinica, o
njima ne ovise ni veli¢inske jednadzbe.

6. Dimenzionalna homogenost nuzan je, ali naravno ne i dovoljan, uvjet isprav-
nosti veli¢inske jednadzbe.

7. Za razliku od veli¢inskih, broj¢ane jednadzbe ovise o izboru mjernih jedini-
ca i zato nemaju opcu valjanost.

I Nacin oznac¢avanja dimenzija i pojedini termini prema RaZznjevi¢u (1985).

2 O dimenzijama u fizici i tehnici i vezi s mjernim jedinicama vidjeti u Raznjevica (1985), a o dimen-
zijskoj (dimenzionalnoj) analizi istoimenu natuknicu u Tehnickoj enciklopediji (Podhorsky, 1969).
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O dimenzijama i dimenzionalnoj analizi u ekonomiji svakako upucujemo na te-
meljno djelo De Jonga (1967).3 Prema Quadeu (1961) i De Jong prihvaca definici-
ju dimenzije kao skupa. Stoga se i govori da neka veli¢ina pripada odredenoj di-
menziji. Vazno poglavlje De Jongove knjige bavi se kamatnim stopama, a zanimlji-
vo je da bas u tom dijelu postoje neke nepreciznosti ili cak netocnosti.

2. Dimenzija kamatne stope

PokuSajmo, polazeci od neke uobicajene definicije kamatne stope, odrediti ko-
joj dimenziji ona pripada. M. Car (1973:210) ovako definira kamatnu stopu: “Ka-
matnom stopom koju oznacavamo s i nazivamo onaj iznos kamata §to ga donese
glavnica jedini¢ne pocetne vrijednosti u toku jedne vremenske jedinice (npr. pocet-
na glavnica od jednog dinara za vrijeme od godine dana).”

To éemo prihvatiti kao radnu definiciju kamatne stope, §to znaci da ¢emo po-
zornost usmjeriti na bit i uzeti u obzir da je takav nacin definiranja uobicajen i u fi-
nancijskoj matematici i u ekonomiji. Ipak, naglaSavajuci aspekt dimenzionalnosti,
navest ¢emo da bi Raznjevi¢ (1985:17) citiranu i sve sli¢ne odrednice smatrao po-
gresnim definicijama: ti su izrazi pogresni zato $to se sve izvedene veli¢ine moraju
izvoditi i definirati iskljucivo velicinama, a ne jedinicama, i biti potpuno neovisne o
izboru jedinica i sustavu kojemu jedinice pripadaju. Taj je prigovor ozbiljan i nije
samo tehnicke naravi: definicije pomocu jedinica shva¢ene doslovno pogresne su,
a zbog nepreciznosti omogucuju razlicite interpretacije.

Napomenimo da se u nasoj literaturi termini kamatna stopa i kamatnjak ¢esto
upotrebljavaju kao sinonimi. Smatramo da je pogodniji pristup Cara (1973:210) ko-
ji razlikuje ta dva termina. “Kamatnjakom koji oznacavamo s p nazivamo onaj iz-
nos kamata §to ga donese pocetna glavnica od 100 nov¢anih jedinica za jednu vre-
mensku jedinicu mjere (npr. glavnica od 100 dinara za jednu godinu). Kako 100 pu-
ta manjoj glavnici odgovara i 100 puta manji iznos kamata, to je

i=_P
100
Pristup u kojemu kamatna stopa nije postotak ima tri glavne prednosti: 1. u eko-
nomskoj teoriji uglavnom se koristi isti pristup, 2. u praksi se primjenjuju oba pristu-
pa, dakle i ovdje prihvaceni pristup, i 3. u radu koji se bavi pitanjima dimenzional-
nosti primjerenije je ne zahtijevati unaprijed da neki broj nuzno bude postotak, pro-
mil ili sl., jer je identitet 1 = 100% ionako uvijek na raspolaganju. Osim toga, neke
¢e formule postati jednostavnije jer se u njima viSe nece pojavljivati broj 100.

To znaci da ¢emo u daljnjem tekstu pod kamatnjakom razumijevati kamatnu
stopu pomnozenu sa 100. No treba imati na umu da se u citatima termin “kamat-
na stopa” moZe odnositi na ono $to inace nazivamo kamatnjakom.

3 U toj je knjizi, kao matematicki dodatak, i engleski prijevod Quadea (1961) u kojemu je razvijena
algebarska struktura dimenzionalne analize.
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Razmotrimo, napokon, dimenziju kamatne stope. Slijede¢i De Jonga (1967:
15), koji polazi od sli¢ne definicije, “iznos kamata (...) u toku jedne vremenske je-
dinice” jest nov¢ani tok te stoga pripada dimenziji MT-1. “Glavnica” je nov¢ani
fond (stock) i pripada dimenziji M. Stoga je za kamatnu stopu i:

. MT-1
ie

=T 1)

1z toga slijedi da je kamatna stopa reciprocna vrijednost viemenskog intervala. To
je i uobicajeno shvacanje u ekonomskoj teoriji. lako se moze reci da se u ekonomi-
ji pitanju dimenzija opcenito ne pridaje dovoljna pozornost, razlikovanje tokova
(flows) i fondova (stocks) utjecalo je na to da se dimenzionalnost pojedinih veli¢i-
na, a u tom kontekstu i kamatne stope, odreduje s obzirom na vrijeme. Kao primjer
takvog pristupa moZe posluZiti Allen (1968:3).4

Jedna od posljedica toga Sto su kamatne stope veliine koje nisu Cisti brojevi
jest to da i za njih mora vrijediti ve¢ spomenuta invarijantnost pri upotrebi razlici-
tih mjernih jedinica. To znaci da je, prihvatimo li mjerenje vremena prema kojemu
je 1 godina (G) = 4 tromjesecja (K) = 12 mjeseci (M), kamatna stopa od 1% mje-
secno jednaka stopi od 3% tromjesecno kao i stopi od 12% godisnje. Naime, 0,01
M1 =0,03K!=0,12GL

To je analogno Cinjenici da je, na primjer, duljina od 5 metara jednaka duljini
od 500 centimetara. Doduse, dodatni je problem to $to izmedu jedinica za mjere-
nje vremena ne postoje jedinstvene relacije izmedu, primjerice, dana (D) i godine
(moze vrijediti 1 G = 365 D, alii 1 G = 366 D, pa ¢aki 1 G = 360 D) ili dana i
mjeseca, ali to se rjeSava nekakvom konvencijom. Primjeri takvih konvencija jesu
tzv. francuska, njemacka i engleska metoda racunanja broja dana unutar nekog raz-
doblja i u cijeloj godini.

3. Jednostavno ukamacivanje

Promotrimo sada, u svjetlu dimenzionalnosti kamatne stope, dimenzionalnu
homogenost formula u tzv. jednostavnom kamatnom raéunu. Cesto se kaze da se
pri jednostavnom ukamacivanju kamate izraCunavaju na istu glavnicu za svako raz-
doblje ukamadivanja tijekom vremena ukamacivanja. Tako se navodi i u Ekonom-
skom leksikonu (1995:365). Pri takvom izrazavanju uvodi se termin “razdoblje
ukamacivanja”, za koji ¢emo vidjeti da, zapravo, nije potreban. Prednost ¢emo sto-
ga dati definicijama koje naglaSavaju da je iznos kamata pri jednostavnom ukama-
¢ivanju proporcionalan vremenu trajanja ukamacivanja [npr. Car (1973:211)]. Na-
ravno, kamate su proporcionalne i glavnici, iako bi preciznije bilo re¢i odredenoj
vrijednosti kapitala, ovisno o metodi obracuna kamata: pri dekurzivnom ukamaci-
vanju to je pocetna vrijednost kapitala, a pri anticipativnome konacna vrijednost
kapitala. Kamatna stopa tada je koeficijent proporcionalnosti izmedu iznosa kama-
ta i umnoska vremena trajanja ukamacivanja i odgovarajuce vrijednosti kapitala.

4 Napominjemo da u Allenovoj notaciji eksponenti u odnosu prema ovdje primijenjenima imaju su-
protan predznak.
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Promotrimo najprije dekurzivni obracun kamata. Neka je pocetna vrijednost
kapitala Cp, dekurzivna kamatna stopa p, vrijeme trajanja ukamacivanja 7 i uku-

pan iznos kamata za to vrijeme trajanja ukamacivanja I. Tada je
I1=Cp-p-T. (2)

Ispitajmo dimenzionalnu homogenost te jednakosti. Na lijevoj je strani iznos
kamata I koji pripada dimenziji M. Na desnoj je strani umnozak veli¢ina

CPEM
peT! 3)
TeT

$to znaci da desna strana pripada dimenziji M - T-1 - T = MT? = M. Prema tome,
formula (2) dimenzionalno je homogena i ¢ini veli¢insku jednadzbu.

Rekli smo da valjanost veli¢inske jednadZzbe ne ovisi o tome u kojim su mjer-
nim jedinicama veli¢ine izraZzene. Medutim, ako veli¢insku jednadzbu zelimo nepo-
sredno primijeniti i kao brojéanu jednadzbu tada moramo upotrijebiti koherentne
mjerne jedinice. To znaci da se za istu primarnu dimenziju moramo koristiti jed-
nom mjernom jedinicom, a za sekundarne dimenzije mjernim jedinicama izvede-
nim iz mjernih jedinica odabranih za primarne dimenzije. Ilustrirajmo to primje-
rom iz jednostavnoga dekurzivnog obracuna kamata.

Neka pocetna vrijednost kapitala na koju se obracunavaju kamate Cp iznosi
8.000 kn, jednostavna dekurzivna kamatna stopa 3% kvartalno, a razdoblje za ko-
je se izracunavaju kamate 7 mjeseci. Uz ve¢ koriStene oznake za vremenske mjer-
ne jedinice pretpostavljamo da vrijedi 1 G =4 K = 12 M.

Kako je upotreba nekoherentnih jedinica neracionalna, uz znatno povecanje
moguénosti pogreske, pokazimo kako bi izgledao izra¢un uz koherentne jedinice.
Za primarnu dimenziju novca kao mjernu jedinicu uzet éemo kunu. Kao jedinicu
za mjerenje vremena izabrat ¢emo godinu, ne zato $to bi to u ovom primjeru bilo
racunski najpogodnije, ve¢ da bi se naglasila odredena moguénost slobode u izbo-
ru mjernih jedinica.’ Kako je 1 G = 4 K = 12 M, vrijeme trajanja ukamacivanja bit
¢e T =7M = 7/12 G. Kamatna stopa pripada dimenziji T-! pa je treba izraziti u
mjernoj jedinici G-1. Stoga je

p=003K!1=0,03-4G!=0,12G.

Sada mozemo neposredno primijeniti formulu (2) kao formulu za brojé¢ane vri-
jednosti, te je mjerni broj iznosa kamata jednak

8.000 - 0,12 - 7/12 = 560,

tj. I = 560 kn.

Racunski bi jednostavnije bilo da smo kao jedinicu za mjerenje vremena iza-
brali neku od izvorno zadanih. Neka je to jedinica kojom je izrazeno vrijeme traja-

5 Ovdje neéemo izlagati tehniku prera¢unavanja veli¢ina s jedne mjerne jedinice na drugu, iako je to
dio dimenzionalne analize u Sirem smislu. Za kamatni racun to je prili¢no jednostavno.
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nja ukamacivanja, dakle mjesec. Potrebno je jo§ kamatnu stopu preracunati na ko-
herentnu jedinicu M-1:
p=003K!1=0,03-13-M1= 001ML
Mjerni broj kamata bit e
8.000 - 0,01 - 7 = 560,
§to je, naravno, isti rezultat kao i prije.

Uoc¢imo da su nam pri takvom shvadanju formule za jednostavne dekurzivne
kamate potrebne samo (i) tri navedene veli¢ine (Cp, p i T) i (ii) poznavanje odno-
sa izmedu mjernih jedinica. Nisu nam bili potrebni pojmovi “relativnhog kamatnja-
ka”, “duljine osnovnog intervala kapitalizacije”, “duljine vremenskog intervala no-
minalnog kamatnjaka” ni “broja koji pokazuje koliko se puta provodi obracun ka-
mata u odnosu prema razdoblju nominalnog kamatnjaka”. Sve su to pojmovi koji-
ma se u slicnom primjeru koriste u radu Reli¢ i Baricevi¢ (1994). Istina, taj rad je
ponajprije namijenjen prakti¢arima kojima je potrebno poznavanje tehnike izracu-
navanja kamata. No problem bi se mogao postaviti i ovako: ne bi li svladavanje teh-
nike rada s mjernim jedinicama i postojanje samo onih veli¢ina koje su i teoretski
potrebne, moglo biti pogodnije u odnosu prema izvodenju sli¢nih racunskih opera-
cija uz redundanciju koriStenih pojmova? Takoder se ¢ini da ne bi trebalo inzistira-
ti na tome da se i pri jednostavnom ukamacivanju rabe pojmovi koji su potrebni sa-
mo pri sloZzenom ukamadivanju.

Osvrnimo se ukratko i na jednostavno anticipativno ukamacivanje. Vidjeli smo
da nam je pri jednostavnom dekurzivnom ukamacivanju poznata pocetna vrijed-
nost kapitala Cp, a iznos kamata proporcionalan je umnosku Cp i vremena ukama-

¢ivanja T, pri ¢emu je koeficijent proporcionalnosti kamatna stopa p. Buduca vri-
jednost kapitala Cp jednaka je zbroju pocetne vrijednosti kapitala i iznosa kamata:

Cp =Cp+1=Cp+ CppT =Cp- (1 +pT). @)

Pri jednostavnom anticipativnom ukamacivanju situacija je, na odredeni nacin,
simetri¢na. Poznata nam je konacna vrijednost kapitala Cy. Iznos kamata proporcio-
nalan je Cg i vremenu ukamacdivanja 7, pa stoga i njihovu umnosku CxT, a koefici-
jent proporcionalnosti je kamatna stopa koja se obi¢no oznacava s g. Dakle, vrijedi

No pritom je sadasnja vrijednost kapitala C jednaka razlici konacne vrijedno-

sti kapitala Cy i iznosa kamata I
Cs=Ck-1=Cg-CxqT=Cg-(1-¢T7). (6)
Ponajprije, vidljivo je da je formula (5) dimenzionalno homogena, §to se moze
verificirati na isti nacin kako je ucinjeno za formulu (2). Nadalje, kako vrijednost

kapitala uvijek mora biti pozitivna, iz (6) slijedi da mora biti 1 - ¢ T > 0, §to znaci
da za zadano trajanje ukamacdivanja 7T jednostavna anticipativna kamatna stopa ¢
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mora biti manja od 1/7. Vidimo da odredenje kamatne stope kao recipro¢ne vrijed-
nosti vremenskog intervala tada ima ociglednu interpretaciju.

Uocimo kako se u slucaju jednostavnog ukamacdivanja dimenzionalnom anali-
zom mogu objasniti ¢esti navodi iz literature “da se svako anticipativno ukamaciva-
nje moZe transformirati u ekvivalentno dekurzivno, promjenom kamatne stope”
(Ekonomski leksikon, 1995:110), odnosno preciznije, formule koje iza tog navoda
obicno slijede.

Prije svega, da bi se anticipativno ukamacivanje transformiralo u dekurzivno,
potrebno je formulu (6) napisati tako da pokazuje kako konac¢na vrijednost kapita-
la Cx ovisi o sadasnjoj vrijednosti Cg, tj. u obliku

_ G
CK_ 1_qT' (7)

Sada trazimo dekurzivnu kamatnu stopu koja bi uz pocetnu vrijednost kapita-
la Cp jednaku sadasnjoj vrijednosti C¢ rezultirala budu¢om vrijednosti kapitala Cp

jednakoj konacnoj vrijednosti Ck.

Jednostavan primjer ilustrirat ¢e prethodno izlaganje. Neka je odobrena krat-
korocna pozajmica na 135 dana uz jednostavnu anticipativhu kamatnu stopu od
20% godisnje. Konacna vrijednost pozajmice je 10.000 kn. Sadasnja vrijednost, ko-
ju duznik dobiva na raspolaganje, jest konacna vrijednost umanjena za kamate.
Pretpostavljamo da je 1 G = 365 D. Sadasnja vrijednost, prema formuli (6), glasi

Cg =10.000 kn - (1-0,2 G - 135/365 G-1) =
= 10.000 kn - 0,926027 = 9.260,27 kn.

Uz koju ée, dakle, jednostavnu dekurzivnu stopu p i pocetnu vrijednost od
9.260,27 kn za 135 dana buduca vrijednost kapitala iznositi 10.000 kn?
U literitaturi se, npr. u Ekonomskom leksikonu (1995:110), navodi da je dekur-
zivnoj kamatnoj stopi p* ekvivalentna anticipativna kamatna stopa
100 p*
f —
=00+ ®)

a da je anticipativnoj kamatnoj stopi ¢* ekvivalentna dekurzivna stopa

100 g*
b —
T~ 100-¢ ©)

Izvornim oznakama dodane su zvjezdice zbog toga §to je, prema razlikovanju
koje smo ve¢ prihvatili, rije¢ o kamatnjacima, a ne o kamatnim stopama. U notaci-
ji dosad koristenoj u ovom poglavlju navedenim formulama odgovarale bi formule

P o _ 4
1=75p 1 P= : (10)
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Kako se uz formule ne navode neke posebne napomene, Citatelju se, na neki
nacin sugerira njihova opca valjanost. Dimenzionalna analiza odmah nas upozora-
va da takva valjanost ne stoji. Promotrimo li nazivnike formula u (10), vidjet ¢emo
da se u prvome zbraja broj 1 i dekurzivna kamatna stopa p, a u drugome se od bro-
ja 1 oduzima anticipativna kamatna stopa g. Medutim, broj 1 pripada dimenziji ko-
ju oznacavamo s 1, a kamatne stope dimenziji T-1, pa se u dimenzionalno homoge-
noj jednadzbi ne mogu zbrajati (ni oduzimati).

Dodajmo i to da dimenziji 1, uz brojeve koji su rezultat brojenja, pripadaju i,
kako ih naziva Raznjevi¢ (1985:43-4), velicine s produktom dimenzija jedan, a koje
se ¢esce, iako nedovoljno precizno, nazivaju bezdimenzionalnim produktima. To su
veli¢ine koje nastaju kao omjer dviju veli¢ina koje pripadaju istoj dimenziji. Ekspo-
nenti svih dimenzija postaju tada jednaki 0, pa odatle taj drugi naziv, kojim se ko-
risti i De Jong. Dimenzionalna analiza u uzem smislu zapravo proucava funkcije ¢i-
ji su argumenti bezdimenzionalni produkti.

Dimenzionalno homogene formule ekvivalentnih stopa za jednostavno se uka-
madivanje mogu lako izvesti. Uzevsi u obzir da treba biti Cx = Cp, iz (4) i (7) slijedi
Cs _c..
1_qT _CP (1+pT) (11)
Kako je Cg = Cp, vidi se da je redom

1=(1+pT)-(1-4T),
1=1+pT-qT-pqT-.
Kanceliranje jedinice na obje strane posljednje jednakosti, te dijeljenje s T daje
p-q-pgT =0, (13)
iz ¢ega se mogu dobiti obje relacije,
__p i p=_4

T=T+pr ' P T1-qT" (14)
Prednost je tih formula §to iz njih neposredno uoc¢avamo da su pri jednostav-
nom ukamacivanju anticipativnoj kamatnoj stopi za razlicita vremena trajanja uka-
macivanja ekvivalentne razlicite dekurzivne kamatne stope. Tako je u promatranom
primjeru, u kojemu je vrijeme ukamacivanja bilo 135 dana, anticipativnoj kamatnoj
stopi od 20% godisnje ekvivalentna dekurzivna stopa od (zaokruzeno) 21,598% go-
diSnje. No da je vrijeme ukamacivanja bilo jedna godina, istoj bi anticipativnoj ka-

matnoj stopi bila ekvivalentna dekurzivna stopa od 25% godiSnje.

(12)

Da su formule (14) zaista dimenzionalno homogene, nije tesko verificirati.
Krenimo od nazivnika. Umnosci pT i ¢T pripadaju dimenziji T-1'T = T? = 1. Kako
i broj 1 iz nazivnika pripada istoj dimenziji, zbrajanje i oduzimanje u nazivniku su
legitimni, pa i cijeli nazivnik pripada dimenziji 1. U brojnicima su kamatne stope,
pa je dimenzija desne strane formule (14) jednaka T-1/ 1= T-1, §to je upravo i di-
menzija kamatnih stopa na lijevoj strani.6

produkt. Naime, 1 se odnosi na Cp/Cp, odnosno na Cg/Cy, $to znadi da pripada dimenziji M/M = M? = 1.
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Postavlja se pitanje $to zapravo znace prvotno navedene formule (8) odnosno
(9) iz Ekonomskog leksikona pri jednostavnom ukamacivanju? To su ekvivalentni
kamatnjaci, ali samo u posebnom slucaju kad je jedinica vremena takva da je mijer-
ni broj vremena trajanja ukamacivanja jednak 1. To potvrduje da te formule nema-
ju opcu valjanost.

4. Slozeno ukamacivanje

4.1. Opcenito o slozenom ukamacivanju

Kamatne su stope usko vezane uz koncept vremenske preferencije novca. Pre-
ma tom konceptu, novac se u sadasnjosti viSe cijeni od nominalno jednakog iznosa
u buduénosti. Kvantitativni izraz vremenske preferencije novca jest vremenska vri-
jednost novca, Sto se definira kao postupak izracunavanja vrijednosti novca u odre-
denoj vremenskoj tocki promatranja. Osnovica razli¢itog vrednovanja novca kroz
vrijeme jest oportunitetni troSak ulaganja novca koji se tehnicki izrazava kao ka-
matna stopa (Rje¢nik bankarstva i financija, 1993:519-520).

Nije tesko vidjeti da se pri jednostavnom ukamacivanju dosljedno ne poStuje
koncept vremenske preferencije novca. Nekonzistentnosti pri jednostavnom uka-
macivanju uzrok su da se jednostavne kamate primjenjuju najéeSce za kraca raz-
doblja i pri jednokratnom obracunu kamata. Mogli bismo tome dodati i uvjet da su
kamatne stope relativno malene, jer se u suprotnome i za kraca razdoblja mogu po-
javiti znatne razlike, kao $to je dobro poznato u zemljama koje su iskusile visoku
inflaciju, a s njom i visoke kamatne stope.

Muskardin (1985:79) dobro primjecuje da opravdanje jednostavnoga kamat-
nog racuna jednostavnijom primjenom elektronickih racunala postaje beznacajno.
Danas je ta ¢injenica jo$ ocitija. Usto, psiholoski gledano, ¢ini se da je duboko usa-
dena predodzba o proporcionalnosti iznosa kamata s kamatnom stopom i vreme-
nom trajanja ukamacivanja. Ipak nije tako i ukamacivanje je u svojoj biti slozeno.

Slozeni kamatni racun u Ekonomskom se leksikonu (1995:829) definira kao
“postupak izracunavanja kamata na jednu ili viSe glavnica kojima su u prethodnim
razdobljima dodane kamate. Ako se glavnica ukamacuje tako da joj se kamate pri-
klapaju u ekvidistantnim jedinicama vremena, tada imamo diskretno slozeno uka-
macivanje, a ako se kamate priklapaju u vrlo malim jedinicama vremena, tada ima-
mo kontinuirano ukamacivanje. Jedna glavnica Cy, za n razdoblja uz kamatnu sto-
pu i, narast ¢e na ukamacenu vrijednost C,,. Vrijednost C,, izraunava se:

a) kod diskretnog sloZzenog ukamacivanja po formuli
Co=Cp (L+D)";
b) kod kontinuiranog ukamacivanja po formuli
C,=Cyein

7U tekstu se ne precizira, ali se podrazumijeva, da je e baza prirodnog logaritma (2,718281...). U na-
tuknici kontinuirana kapitalizacija to je i izri¢ito navedeno.
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Pod natuknicom diskontinuirana kapitalizacija, diskretno ukamacivanje (isto:
129-130) navodi se da je to “nacin obracuna kamata u kojem se kamata obracuna-
va na pocetku ili na kraju svakog razdoblja ukamacivanja (...). Razdoblje ukamaci-
vanja ili kapitalizacije osnovni je vremenski interval u kojem se kamata obracuna-
va”. Nakon toga objasnjavaju se dekurzivni i anticipativni obracun kamata i pojmo-
vi anticipativnoga i dekurzivnoga kamatnog faktora.

Uz kontinuiranu kapitalizaciju, neprekidnu kapitalizaciju (isto:417) kaze se da
je to “nacin obracuna kamata u kojem se kamata obracunava svakog trenutka i do-
daje glavnici (kapitalu), tj. unutar - vremena trajanja kapitalizacije nema vremen-
skog diskontinuiteta izmedu dva obracuna kamata i njihova pribrajanja glavnici”.
Slijedi formula slicna veé navedenoj, s tim da se umjesto kamatne stope i navodi
izraz p/100, pri ¢emu se p naziva “godi$njim kamatnjakom (godi$Snjom stopom pri-
rasta)”.

U nastavku ¢emo umjesto termina kapitalizacija rabiti termin ukamacdivanje. Ti
se termini i u Ekonomskom leksikonu i u drugoj literaturi koriste kao sinonimi. No
$to je ukamacdivanje? Muskardin (1985:75) navodi da je to glavni pojam financijske
matematike i “varijacija kapitala tijekom vremena”. Moglo bi se reci da su prethod-
no iznesena shvacéanja diskretnoga i kontinuiranog ukamacivanja sukladna onome
$to Sego (1991:6-16) naziva klasicnim pristupom financijskoj matematici. No Mu-
$kardin (1985) u svom istoimenom radu i Sego (1991:19-29), koji takoder polazi od
tog rada, izlazu i tzv. suvremeni pristup financijskoj matematici.

Kako je ukamacdivanje varijacija kapitala tijekom vremena, vrijednost kapitala
je funkcija vremenskog trenutka 7. Ako je ta funkcija definirana u svakoj tocki vre-
menskog kontinuuma, rije¢ je o kontinuiranome, a ako je definirana samo za neke
tocke, to je diskretno ukamacivanje.

Sada se u kontinuiranom ukamacivanju za sloZeno ukamacdivanje navodi for-
mula

C(t) = C(0) (1 + ﬁj , (15)

koja se odnosi na dekurzivni obracun kamata (gego,1991:19f, 22-23). Umjesto izla-
ganja drugih vaznih elemenata suvremenog pristupa financijskoj matematici nagla-
simo u ovom kontekstu najvazniju Cinjenicu: diskretno i kontinuirano ukamacivanje
odredeni su prema tome koje vrijednosti moze poprimiti varijabla vrijeme, a ne prema
tome koji se nacin obracuna kamata primjenjuje. Takav je pristup u potpunosti pri-
hvaéen i u ovom radu. Tako e izraz kontinuirano anticipativno ukamacivanje ozna-
¢ivati kontinuirani skup vrijednosti varijable vrijeme i anticipativni obra¢un kamata.

Ve kratki pogled na formule iz ovog odjeljka pokazuje da nijedna od njih nije
dimenzionalno homogena ako pod kamatnom stopom razumijemo dimenzionalnu
veli¢inu. Umjesto analiziranja razlicitih izvoda, pokuSajmo “izvesti” formule za slo-
zeno ukamacivanje, ali tako da budu dimenzionalno homogene. Prije toga verifici-
rajmo spomenute dimenzionalne nehomogenosti.
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Formula
C,=Cy (1 +i)n (16)

nije dimenzionalno homogena jer se na desnoj strani broj 1 zbraja s kamatnom sto-
pom i. Vidjeli smo veé da broj 1 pripada dimenziji 1, a kamatna stopa i dimenziji T-1,
pa se ne mogu zbrajati.

Formula navedena za kontinuirano ukamacivanje

C,=C,cin (17)

u eksponentu potencije kojemu je baza e ima veli¢inu in. Pritom je i, kao i pri-
je, kamatna stopa, a n broj razdoblja ukamacivanja. Iz toga bi proizlazilo da je n Cist
broj, te pripada dimenziji 1. No tada produkt in pripada dimenziji T-1-1 = T-L. Me-
dutim, u dimenzionalnoj se analizi pokazuje da argumenti transcedentnih funkcija
mogu biti samo velicine koje pripadaju dimenziji 1. Samo je tada ispunjen zahtjev tzv.
apsolutnog znacenja relativnih velicina, koji kaze da se omjer dviju veli¢ina koje pri-
padaju istoj dimenziji ne mijenja s promjenom mjerne jedinice.

Dimenzionalno homogena nije ni formula (15), koju ¢emo radi jednostavnijeg
zapisa napisati pomocu kamatne stope, a ne pomocu kamatnjaka:

C() = C(0) (1 + i)t. (18)

Nelegitimnost takve notacije, kako De Jong (1967:82) pri razmatranju prakti¢no
iste formule navodi, posljedica je dvaju razloga. Eksponent ¢ oznacava vremenski in-
terval izmedu trenutka ¢ i trenutka ¢, = 0, pa pripada dimenziji T, §to, vidjeli smo, ni-
je prihvatljivo. Usto se u okrugloj zagradi zbrajaju veli€ine razli¢itih dimenzija.

Formula (18) posebice je vazna jer se pojavljuje i u radu Muskardina (1985: 77),8
jednome od malobrojnih radova iz financijske matematike u kojemu se eksplicitno
spominju dimenzije. To je zanimljivija njezina dimenzionalna nehomogenost.

Muskardin za kapital kao funkciju vremena navodi model prirodnog rasta u ko-
jemu je intenzitet rasta A “bilo koji realni broj”:

f@)=f0)er [Muskardin (7)]

i nastavlja: “Bududi da je dimenzija parametra A reciprocna vremenu (jer vrijed-
nost e »? u (7) mora biti bezdimenzionalna), jasno je da ¢e broj kojim se on iskazu-
je zavisiti od izbora mjerne jedinice za vrijeme.”

To je potpuno tocno, ali zbog istog razloga u (18) ne moze u eksponentu biti
samo t. Muskardin se ne osvrce ni na ¢injenicu da ne mogu istodobno biti legitim-
ni zbrojevi 1+ iz formule (18) i 144 iz formule koju navodi za jednostavno uka-
macivanje: iz prvoga bi proizlazilo da je kamatna stopa i Cist broj, a iz drugoga da
je, kao i A, recipro¢na vremenu. To je, zapravo, ilustracija orijentiranosti financij-
ske matematike na brojcane, a ne na velicinske jednadzbe.

8 U svom radu umjesto simbola C Muskardin se koristi simbolom f .
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U citiranim natuknicama iz Ekonomskog leksikona vidjeli smo da se uz dis-
kretno ukamacivanje spominje razdoblje ukamacivanja kao “osnovni vremenski in-
terval u kojem se kamata obracunava” (1995:129), a uz slozeni kamatni racun ekvi-
distantne vremenske jedinice u kojima se priklapaju kamate (1995:829). Suprotno
tome, u formulama navedenim u ovom odjeljku eksplicitno nema takve veli¢ine. To
sugerira mogudi izvor njihove dimenzionalne neuskladenosti.

Priroda ovog rada ne omogucuje detaljnije zasnivanje i obrazlaganje izvoda
formula sloZzenog ukamacivanja. Bitna je postavka da pri sloZenom ukamadivanju
relativna promjena kapitala, ceteris paribus, ovisi samo o vremenu trajanja ukamaci-
vanja. Pritom se izraz ceteris paribus odnosi na kamatnu stopu i na¢in obracuna ka-
mata.

Nacelno, nema ograni¢enja s obzirom na to kakvo bi bilo vrijeme trajanja uka-
macivanja. Nekada se, naime, primjenjivalo i tzv. mjeSovito ukamacivanje, u koje-
mu bi se nakon sloZzenog ukamacivanja za cijeli broj odredenih razdoblja primije-
nilo jednostavno ukamacivanje na preostalo, nepotpuno razdoblje. No tada se po-
javljuju prije spomenute nekonzistentnosti. Vrijeme trajanja ukamacivanja takoder
mozZe biti i negativno, §to znaci da se zapravo obavlja diskontiranje i vrijednost ka-
pitala izra¢unava u trenutku koji je raniji u odnosu prema aktualnome.

Da bismo operacionalizirali navedenu postavku, uvest ¢emo novi pojam koji
¢emo nazvati koeficijentom promjene kapitala V, $to oznacava omjer stanja kapita-
la u krajnjim to¢kama nekog vremenskog razdoblja (“buduce™ i sadasnje vrijedno-
sti). Sada proizlazi da ¢e koeficijent promjene kapitala } za vrijeme trajanja uka-
macivanja T + T, biti jednak umnosku koeficijenata promjena za razdoblja 7 i T,
odnosno

T, + T,) = V(T) - V(T) . (19)

To je jednostavno vidjeti ako sa Cy, C; i C, redom oznacimo vrijednosti kapita-
la u trenucima t, t; i ¢y, pricemu je T; = ¢ -ty i T, = t, - t;. Relacija (19) proizla-
zi iz ocite jednakosti

G _G ¢

o ¢ T, (20)

Kako je “prirodno” zahtijevati da malim promjenama vremena trajanja uka-
macivanja odgovaraju male promjene stanja kapitala, $to u tehnickom smislu zna-
¢i neprekidnost funkcije V' u odnosu prema 7, iz (19) proizlazi da je I eksponenci-
jalna funkcija od 7, ili, preciznije, moZemo reci, iako to ne¢emo ovdje dokazivati,
da u sloZenom ukamacivanju za svako vrijeme trajanja ukamacivanja 7 i svaki real-
ni broj A vrijedi

V(D) = [V (D) (21)

9 Rije¢ “buduée” je u navodnicima jer smo ukljucili i kretanje unatrag po vremenskoj osi.
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Povezanost eksponencijalne funkcije i sloZenog ukamacivanja nije novost. Iako
se u literaturi susrece pristup prema kojemu bi eksponencijalna funkcija bila rezul-
tat zahtjeva da financijska ekvivalencija kapitala bude tranzitivna relacija (Car,
1973:415), pozornije is¢itavanje pokazuje da se pod tranzitivno$¢u zapravo razumi-
jeva relacija (19).

4.2. Slozeno dekurzivno ukamacivanje

Dosad smo razmatrali sloZeno ukamacivanje opéenito. Sada ¢emo se usredoto-
Citi na slozeno dekurzivno ukamacivanje. Prema Ekonomskom leksikonu (1995:
110) “pri dekurzivnom nacinu obracuna kamata (...) kamate se obracunavaju na
kraju svakog razdoblja, od pocetne vrijednosti”. Prisjetit ¢emo se i natuknice o slo-
Zenom kamatnom racunu u kojoj se navodi da se kamate izraCunavaju na glavnicu
kojoj su prethodnim razdobljima dodane kamate. Takoder smo za diskontinuiranu
kapitalizaciju uocili da je razdoblje ukamacdivanja osnovni vremenski interval u ko-
jemu se obracunava kamata.

Iz navedenoga proizlazi da je iznos sloZenih dekurzivnih kamata za neko raz-
doblje ukamacivanja jednak iznosu jednostavnih dekurzivnih kamata izrac¢unanih
primjenom zadane kamatne stope na vrijednost kapitala na pocetku tog razdoblja
ukamacivanja.l0 Kad je rije¢ o jednostavnom ukamacivanju vidjeli smo da je iznos
kamata proporcionalan i vremenu trajanja ukamacivanja. Oc¢ito u tom slucaju vri-
jeme ukamacivanja moze biti jedino spomenuto razdoblje ukamacivanja. Mi ¢emo
to razdoblje nazvati osnovnim razdobliem na koje se odnosi kamatna stopa i ozna-
Citigasd.

To znaci da ¢e pri slozenom dekurzivhom ukamacdivanja za vrijeme trajanja
ukamacivanja d vrijediti

V(d) = 1+pd. (22)
Iz relacije (21) proizlazi da ¢e za svako vrijeme trajanja ukamacivanja 7 biti
r T,
WD =V|d —|= V@) & (23)

Kako je koeficijent promjene V omjer buduce vrijednosti kapitala Cpi sadaSnje
vrijednosti Cg, moZemo napisati formulu za buducu vrijednost kapitala pri sloZe-
nom dekurzivnom ukamacivanju i usporediti je s ve¢ citiranim, kao i drugim formu-
lama:

Cp = Cs (1 + pd)'l. (24)

Prije svega uocimo da je ta formula dimenzionalno homogena. U zagradi na
desnoj strani nalazi se umnozak p - d. Dimenzija kamatne stope p je T-1, a osnov-
no razdoblje d kao vremenski interval pripada dimenziji T. Stoga njihov umnozak
pripada dimenziji T-1- T = T? = 1, pa je tada zbrajanje s brojem 1 potpuno legitim-

10 Tako se izracun slozenih kamata ¢esto i ilustrira. Vidjeti npr. Car (1973:413).
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no. Nadalje, eksponent /s, omjer dvaju vremenskih intervala, takoder pripada di-
menziji 1, kao §to smo i vidjeli da za eksponent treba biti. Na taj nain dimenzija
desne strane je M - 1= M, §to je oc€ito i dimenzija lijeve strane.

Za dimenzionalnu homogenost formule (24) bitno je postojanje veli¢ine d. Ta bi
se veli¢ina mogla zvati osnovnim razdobljem ukamacivanja u smislu da je upravo za
to razdoblje relativna promjena kapitala jednaka umnosku kamatne stope i vreme-
na trajanja ukamacivanja. Nasuprot tome, procitali smo da se osnovnim razdobljem
ukamacivanja naziva “osnovno razdoblje u kojem se kamata obracunava”. Stoga bi
za d iz formule (24) prednost ipak imao termin “osnovno razdoblje na koje se od-
nosi kamatna stopa”, jer razdoblje obracuna kamata, Sto ¢emo kasnije vidjeti, mozZe
biti razli¢ito od d. Formula (24) moze se pisati s istim znacenjem u razli¢itim nota-
cijama. U biti, ona vrijedi i za diskretni i za kontinuirani sluc¢aj. Uvrstimo li da je T’
= t, — 1}, interpretacija za diskretnu varijantu je ocita. U kontinuiranom slucaju uo-

bicajeno je, ali nije nuZzno, “sadasnji trenutak” smatrali ishodiStem pa dobivamo
C(t) = C(0) - (1+ pd) . (25)

U formule (24) i (25) mogu se, umjesto izvornih veli¢ina, uvesti bezdimenzio-
nalni produkti, ali je uvijek potrebno imati na umu §to oni zapravo znace. Tako Ce-
mo, zamijenimo li omjer 7/d oznakom v, dobiti

Cp=Cs- (1 +pd). (26)

Primijetimo da je pritom, u skladu s prethodnim razmatranjima, v realan (a ne
nuzno prirodan) broj.11 Ako pak uvedemo veli¢inu & = p-d, koja je takoder dimen-
zije 1,12 mozemo pisati

Cp=Cg- (1 +n)h. (27)

Ponovno naglasimo da iz dimenzionalne homogenosti formula (24) i (25) [a ta-
ko iiz (26) i (27)] proizlazi njihova neovisnost o mjernim jedinicama. Naravno, za ne-
posredno koriStenje kao brojc¢anih jednadzbi potrebno je da mjerne jedinice budu
koherentne. Slicne formule, pak, koje smo dosad citirali iz literature, valjane su, ali
ne opéenito, nego uz odredene uvjete.

Spomenuli smo da se svaka veli¢ina moZze prikazati kao umnozak mjernog bro-
ja i mjerne jedinice. Primjenimo li notaciju Raznjevica (1985) koji mjerni broj veli-
¢ine X oznacava sa {X}, a mjernu jedinicu sa [X], veli¢inska jednadzba (24) moze se
pisati u obliku

(CYCy] = (CHCsl- (1 + {p}p] - {d)[d]) (28)

Ako odabranu jedinicu za novac oznac¢imo s [m] tada koherentnost znaci da je
[Cg] = [Cs] = [m]. Oznacimo li pak odabranu jedinicu za vrijeme s [¢], moramo je

H U literaturi je drukéije. Katkad se u sli¢nim formulama pojavljuje eksponent n i one se dokazuju ma-
temati¢kom indukcijom, a zatim se u zadacima primjenjuju, bez posebnih napomena, i na realne eksponente.

12 Taj 7T ne treba ni na koji nacin mijesati s brojem 7T = 3,14159...
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Koristiti kao mjernu jedinicu i za T'i za d, tj. [T] = [d] = [¢]. Stovie, kako je dimen-
zija kamatne stope T-1, mjerna jedinica kamatne stope mora biti [¢]1. Uvrstimo li
te mjerne jedinice u (28), dobit éemo

(Cyhm] = {Csm] - (1 + P} - () 29)

Kracenja i kanceliranja vode nas do brojcane jednadzbe u potpunosti sli¢ne po-
laznoj veli¢inskoj jednadzbi

(T}
{Cp} ={Cg} - (1 + {p}-{d}){a,

Ako je jedinica za mjerenje vremena izabrana tako da je jednaka osnovnom
razdoblju d, mjerni broj {d} jednak je 1 i prethodna broj¢ana jednadzba postaje

{Cp} ={Cs} - (1 + {pH)iTh. (31)

Kako se u financijskoj matematici Cesto izricito ne spominje nikakvo osnovno
razdoblje ve¢ “jedini¢ni vremenski interval” (Muskardin, 1985:76), ili se ¢ak 1 godi-
na uzima kao fiksna, zadana veli¢ina, to objasnjava sli¢nost brojcane jednadzbe (31)
s formulama iz financijske matematike, kao §to je, na primjer, ve¢ citirana (18):

C(t) = C(0) (1 + i. (32)

Cak i kad se, kao u Ekonomskom leksikonu (1995:129), navodi “osnovni vre-
menski interval u kojem se kamata obracunava”, kaze se da to moze biti bilo koja vre-
menska jedinica. Cini se da je odredena konfuzija izmedu mjernih jedinica vremena
i ekonomske veli¢ine d, ili njoj odgovarajuce veli¢ine, duboko ukorijenjena, i to ne sa-
mo u financijskoj matematici. Takav primjer nalazimo i u samog De Jonga, koji je iz-
veo dimenzionalno homogenu formulu za slozeno (dekurzivno) ukamacivanje.

(30)

Prije De Jongove formule prokomentirajmo formulu (26). U njoj se pojavljuje
bezdimenzionalni produkt v, pa bi joj uz koherentne jedinice odgovarala broj¢ana
jednadzba

{Gy =G} - (1 +{p}-{d})". (33)

Pritom se mjerni broj osnovnog razdoblja d pojavljuje eksplicitno samo jedan-
put, a brojcana jednadzba za {d} = 1 odgovara prije citiranoj formuli (16):

C,=C, (1+iy (34)

Zbunjuje, medutim, $to se, iako se #n definira kao broj razdoblja, u primjenama
potom izrazava u mjernim jedinicama za vrijeme, dakle navodi se kao vremenski
interval.13 No iako uz {d} = 1vrijedi v = {T}, uvijekje v= T jer pripadaju razli-
¢itim dimenzijama.

De Jongova (1961:80-82) formula za sloZzeno diskontinuirano ukamacdivanje iz-
vedena je upravo s ciljem dobivanja dimenzionalno homogene formule. Oznake i
termini kojima se koristi De Jong, medu ostalim, jesu:

13 Vidjeti npr. Sego (1991:6-9), koji prikazuje primjere unutar klasicnog pristupa.
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K, - kapital
r - kamatna stopa
t - vremenski interval

ty - vremenska jedinica (pretpostavljeno mala).
Tijekom izvodenja De Jong uvodi bezdimenzionalni produkt

p=rt [De Jong (2.2.9) dio]

i dolazi do formule
Koy = Kqo - (1 + p)'ho [De Jong (2.2.10)]

De Jongova jednadzba formalno je jednaka formuli (27) ako se uzme da je ¢, =
d.1* Medutim, sadrZajno postoje tri razlike, od kojih su prve dvije bitne:

(i) De Jong inzistira na tome da f, mora biti mali interval vremenals, a veli¢i-

na osnovnog razdoblja d nacelno nije ogranicena i krece se izmedu 01 + co.

(ii) Iako De Jong f,uzima kao interval izmedu dva placanja kamata, kod nje-

ga je to istodobno, i mjerna jedinica za vrijeme. Formule (24) - (27) pot-
puno su neovisne o mjernim jedinicama i u njima nema posebnog razloga
da mjerna jedinica za vrijeme bude osnovno razdoblje d.

(iii) Omjer t/ty prirodan je broj, dok je u formulama (24) - (27) T/d = v bilo ko-

ji realan broj.

Nepotrebna ogranicenja koja je formuli [De Jong (2.2.10)] nametnuo sam tvo-
rac, ne umanjuju, medutim, iznimno znacenje koje proizlazi iz njezine dimenzio-
nalne homogenosti. Da je 7y mali vremenski interval, a #/¢, prirodan broj proizlazi-
lo bi iz De Jongova neobi¢nog izvoda koji ovdje ne mozemo analizirati.

Teze je reci zbog ¢ega je De Jong smatrao ¢, i mjernom jedinicom za vrijeme
trajanja ukamacivanja ¢t. MoZzda je tome razlog sto je to inace vrlo Cest slucaj u pri-
mjenama formula za slozeno ukamacivanje. Na sli¢an se nac¢in u Ekonomskom lek-
sikonu za diskontinuirano ukamacivanje kaze da je “pri izra¢unavanju kamata po-
trebno vrijeme trajanja kapitalizacije izraziti u jedinicama razdoblja kapitalizacije™.

Dakle, ako je tom tako, tada je t/t, i numericka vrijednost od ¢ i upravo to De
Jong vidi kao moguci uzrok pisanja svoje formule (2.2.10) u obliku:

Ky =Ko (1 + p). [De Jong (2.2.10 bis)]

Kako je sada numericka vrijednost od ¢, jednaka 1, “numericki ¢e vrijediti da je

p = r.To je razlog da se, u praksi, p iz jednadzbe (2.2.10) Cesto naziva ‘slozena ka-
matna stopa’ i jednadzba (2.2.10 bis) tada se piSe kao

14U nastavku, pri raspravi o nominalnoj i realnoj kamatnoj stopi, De Jong (1967:91) navodi i formu-
lu analognu formuli (25).

15 $to je to malo, ocito je relativno: za primjer De Jong uzima jednu godinu.
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K

a

0 =Ko (1+0). (2.2.10 ter)

Medutim, notacija (2.2.10 ter) nelegitimna je iz dva razloga. Prvo, iz jednadzbe
(2.2.9) proizlazi da je kamatna stopa u pravom smislu r, ne p, i ta dva entiteta ne pri-
padaju istoj dimenziji. Zbog toga je nuZno sacuvati poseban naziv za bezdimenzio-
nalni entitet p: trebao bi biti nazvan ‘diskontnom stopom’ (De Jong, 1967: 82).16

Cini se da je ne samo u praksi, veé i u financijskoj matematici ¢esta upravo ta-
kva situacija: pod nazivom kamatna stopa zapravo se misli na poseban bezdimen-
zionalni produkt. To je pitanje koje zavreduje posebnu pozornost, jer time dolazi
do razilazenja s ekonomskom teorijom u kojoj je dimenzija kamatne stope redovi-
to T-1.

Ako se s De Jongovih vratimo na oznake kojima smo se prije koristili, tada (24)
moZzemo pomocu dva bezdimenzionalna produkta pisati kao

Cp=Cs- (1 +m)V. (35)

Ta je formula ocito dimenzionalno homogena i napisana je bez eksplicitnog ko-
riStenja osnovnog razdoblja d. Je 1i to prednost ili nedostatak?

Prije pokusaja odgovora na to pitanje najprije valja navesti terminolosku napo-
menu. Dok se za v mozemo koristiti nazivom broj osnovnih razdoblja, bezdimen-
zionalni produkt 7 zaista zasluzuje poseban naziv. No De Jongov prijedlog nije naj-
sretniji jer se termin “diskontna stopa” ¢esto upotrebljava ali uglavnom u drugom
znadenju. Stoga ¢emo u nastavku z zvati “kamatnim koeficijentom”.17

Prije svega, iz formule (24) ili (25) to¢no se vidi o kojim veli¢inama i na koji na-
¢in ovisi buduca vrijednost kapitala. To su sadasnja vrijednost kapitala, kamatna
stopa, osnovno razdoblje i vrijeme trajanja ukamacivanja. Ako su oni zadani, budu-
¢a vrijednost kapitala jednoznacno je odredena.

Usto, formula (35) pogodna je za primjenu jer se osim za kapital u njoj pojav-
ljuju samo brojc¢ane velic¢ine. No uvijek treba biti svjestan da je u njezinoj “pozadi-
ni” formula (24). Naime, bez veli¢ine d ne vidi se pravo znacenje 7, a ne moze se od-
rediti ni v. Stoga se, iako se u primjenama d ¢esto ne navodi izri€ito, pojavljuje po-
sredno, kao atribut. Takvi su npr. izrazi “godi$nja kamatna stopa 5” ili “godi$nji ka-
matnjak 5” ili “godiSnja kamatna stopa 5%”. (Taj bi primjer, uz predloZeni termin,
glasio “godisnji kamatni koeficijent 5% ili “godis$nji kamatni koeficijent 0,05”.) Ta-
kav nacin izraZzavanja pokazuje koliki je d i, kako se najceSée zadaje vrijeme ukama-
¢ivanja T a ne neposredno broj razdoblja, omogucuje da uocimo ili izracunamo v.

Bez obzira na teoretski dvojbenu uporabu termina “kamatna stopa” u prethod-
nim izrazima, takav na¢in navodenja osnovnog razdoblja nije dokraja ni prakticno pri-
hvatljiv. Naime, kako se rabi izraz “kamatna stopa”, nije u potpunosti izbjegnuta mo-
gucénost da se pod pojmom “godiSnji” misli zapravo na jedinicu u kojoj je izrazena ka-
matna stopa, a ne nuzno i na osnovno razdoblje na koje se kamatna stopa odnosi.

16 Svi su citati De Jonga na hrvatskome autorov prijevod.

17 Ni taj termin nije najprecizniji: ne treba ga mijesati s kamatnim koeficijentom potrosackih kredita.
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Ta je dvojba jos veca ako se navede samo kamatna stopa (npr. “kamatna stopa
od 5% godi$nje”). Bez dopunskih informacija ne preostaje drugo nego o tome ko-
liki je d zakljucivati iz mjerne jedinice koriStene za p. Osim toga, u praksi bi prili¢-
no nezgrapno djelovalo teoretski preciznije izrazavanje poput “godiSnja kamatna
stopa od 5% godis$nje”. Uzgred napominjemo da je, u smislu dosadasnjeg izlaganja,
taj izraz ekvivalentan izrazu “godiSnja kamatna stopa od 2,5% polugodiSnje”. Na-
glasimo, medutim, da se u stranoj literaturi susrecu izrazi poput “kamatna stopa od
5% godi$nje, ukamacdivanje godi$nje”.18

U svakom slucaju pokazalo se da je nacin izrazavanja kamatnih stopa i osnov-
nog razdoblja problemati¢an ne samo sa stajaliSta dimenzionalne analize nego,
mnogo vise, zbog razli¢itih tumacenja pri primjeni u praksi. No problem je $iri od
ovdje iznesenoga i jo§ ¢emo ga se dotaknuti.

Upozorimo i na to koje su slicnosti, a koje razlike izmedu kamatnog koeficijen-
ta 7 i mjernog broja kamatne stope {p}. Prvo, i jedno i drugo veli¢ine su dimenzije
1, dakle brojevi. Drugo, kada je d mjerna jedinica za vrijeme, onda je {p} = 7. Ra-
zlika je u tome $to Ce se, kad se promijeni mjerna jedinica za vrijeme promjeniti i
mjerni broj kamatne stope, dok vrijednost kamatnog koeficijenta kao bezdimenzio-
nalnog produkta ne ovisi 0 mjernim jedinicama. U stvarnosti je obi¢no tesko zaklju-
¢iti je li u nekoj formuli rije¢ o kamatnom koeficijentu 7 ili 0 mjernom broju kamat-
ne stope izrazene pomocu mjerne jedinice za vrijeme jednako osnovnom razdoblju.

Dok je, dakle, pri sloZzenom dekurzivnom ukamacivanju upotreba bezdimenzio-
nalnih produkata 7 i v potpuno legitimna, u jednostavnom dekurzivnom ukamaci-
vanju ona se ne moze opravdati. Naime, uvijek treba imati na umu da su bezdimen-
zionalni produkti izvedene velic¢ine i da relevantnost njihove primjene ovisi o rele-
vantnosti primjene izvornih veli¢ina. Reci da je iznos kamata pri jednostavnom de-
kurzivhom ukamacdivanju jednak

I=Cp-m-v (36)
ne bi bilo primjereno jer to zapravo znaci
I=Cp(p-d)(T/d), (37)

dakle, izraz u kojemu se druge veli¢ine jedanput mnoZze i jedanput dijele veli¢inom
d, pa ona iS¢ezava i dobivamo ve¢ poznato

I=Cp-p-T. (38)
Prema tome, sada se umjesto dva bezdimenzionalna produkta = i v pojavljuje
jedan: pT.

Ponovno vidimo da osnovnom razdoblju d u jednostavnom ukamacivanju ne-
ma mjesta, jer Sto god mi uzeli za d, rezultat ne ovisi o tome. Primjena bezdimen-
zionalnih produkata 71 v mogla bi se objasniti pogreSnom teZnjom da se jednostav-

18 Posljednja formulacija sugerira alternativnu moguénost da se u formulama za slozeno dekurzivno
ukamacivanje umjesto veli¢ine d rabi njezina recipro¢na vrijednost koja bi bila dimenzije T-1 i mogla bi se naz-
vati frekvencijom ukamacivanja.
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no i sloZzeno ukamacivanje opisuju istim veli¢inama, a sve kako bi se dobile formu-
le koje ne sadrze dimenzionalne veli¢ine ve¢ Ciste brojeve.19 No bez obzira na mo-
gucu jednakost brojcanog iznosa, uvijek je r=p i v=T.

Na kraju ovog odijeljka napomenimo da smo formulu (24) mogli napisati po-
mocu #ri bezdimenzionalna produkta. Oznacimo li s k omjer Cg/C,, moZemo pisati

k=(1+ . (39)

Primjetimo da I. financijske tablice nisu zapravo niSta drugo ve¢ tablice koefi-
cijenta promjene kapitala k za odabrane vrijednosti kamatnog koeficijenta 7 i za
cjelobrojne vrijednosti v od 1 do 50.

Formulom (39) mozemo na formuli (24) ilustrirati tzv. Buckhinghamov teo-
rem?0, vazan dio dimenzionalne analize koji éemo “prepricati” prema De Jongu
(1967:52-53). U njemu se izrice da se svaka dimenzionalno homogena jednadzba
moZe napisati kao funkcionalna relacija izmedu potpunog skupa medusobno neovi-
snih bezdimenzionalnih produkata. Jo§ vise, dimenzionalna homogenost pritom je
ovdje i nuzan i dovoljan uvjet.

Medusobna nezavisnost znaci da se nijedan bezdimenzionalni produkt (u naSem
primjeru «, 7 ili v) ne moze izraziti kao produkt potencija ostalih produkata. Za to
je dovoljno, ali nije nuzno, da svaki od tih bezdimenzionalnih produkata sadrzi ba-
rem jednu veli¢inu koju ne sadrze ostali.

Potpunost pak znaci da se bilo koji drugi bezdimenzionalni produkt veli¢ina Cg,
Cs, p, d i T moze izraziti kao produkt potencija bezdimenzionalnih produkata «,
i v. Na primjer, ve¢ smo vidjeli da se bezdimenzionalni produkt p7T moZe iskazati
kao mv.

Teorem govori i koliko elemenata sadrzi potpuni skup medusobno neovisnih
bezdimenzionalnih produkata (De Jong, 1967:104). U promatranom primjeru on
se ne mora sastojati ba$ od «, 7 i v, iako su oni za to najpogodniji. No za veli¢ine
Cp Cg,p,diT potpuni skup medusobno neovisnih produkata uvijek sadrzi #ri ele-
menta. Tolika je, naime, razlika iznedu broja veli¢ina?! (5) i ranga tzv. dimenzional-
ne matrice (2), ¢iji su elementi eksponenti potencija primarnih dimenzija kojima
pripadaju navedene veli¢ine.

Cp Cs p d T
M 1 1 0 0 0
T 0 0 -1 1 1

19 Pritom su u formulama za jednostavno ukamacdivanje ti ¢isti brojevi zapravo mjerni brojevi, a u for-
mulama za slozeno ukamacivanje mogu biti i bezdimenzionalni produkti. No primjena istih oznaka, proizasla
iz ve¢ spomenutog mijeSanja mjernih jedinica za vrijeme i osnovnog razdoblja, zamagljuju tu razliku.

20 U literaturi se pojavljuje i pod nazivom pi- teorem.

21U obzir uzimamo sve veli¢ine koje pripadaju nekoj dimenziji # 1, neovisno o tome jesu li to vari-
jable ili dimenzionalne konstante.
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Primjena Buckinghamova teorema obi¢no je “u suprotnom smjeru” od ovdje
ilustrirane. Mi smo dimenzionalno homogenu formulu (24) preveli u formulu (39)
u kojoj se pojavljuju samo bezdimenzionalni produkti. DalekoseZnost Buckingha-
mova teorema, medutim, pokazuje sljedeca Cinjenica: pretpostavimo da na osnovi
nekog teoretskog znanja smatramo da je pri sloZenom dekurzivnom ukamacivanju
buduca vrijednost kapitala Cp funkcija sadasnje vrijednosti kapitala Cg, kamatne

stope p, osnovnog razdoblja d i vremena ukamacivanja 7, ali ne znamo koja je to
funkcija. Tada nam teorem kazuje da postoji potpun skup od tri medusobno neovi-
sna bezdimenzionalna produkta, a rjeSavanjem homogenog sustava linearnih jed-
nadzbi koji proizlazi iz navedene matrice moZemo i na¢i neka tri takva bezdimen-
zionalna produkta. Jedan od tih produkata bit ¢e funkcija ostalih dvaju.

Zbog posebne strukture dimenzionalne matrice u naSem primjeru, u kojemu
svaka veli¢ina ima eksponent razli¢it od 0 samo u jednom retku, jedan od bezdi-
menzionalnih produkata mora biti Cg/Cy (ili C¢/Cp). Ako reciprocnu vrijednost ne

smatramo novom mogucénosti, ostala se dva moraju izabrati od tri moguca: pd, pT
i T/d. Recimo da smo izabrali pd i T/d. Tako smo uz pomo¢ Buckinghamova teore-
ma od

CB =F (C57p7 da T) (40)
stigli do
Cp =Cs- ¢ (pd, T/d). (41)

O funkciji ¢ dimenzionalna analiza ne govori nista. Medutim, dobiveni rezul-
tat nije za podcjenjivanje. Prvo, on pokazuje da smo za slozeno ukamacivanje, ako
postoji veli¢ina d, umjesto da odmah kazemo da je koeficijent promjene funkcija
vremena trajanja ukamacivanja (uz zadane p i d), mogli reéi da je buduca vrijednost
kapitala funkcija sadasnje vrijednosti i viemena ukamacivanja i zatim pomocu di-
menzionalne analize sti¢i do prve tvrdnje kao do rezultata. Drugo, (41) vrijedi za
svako slozeno ukamacivanje za koje je d > 0, a ne samo za dekurzivno. To znaci da
iz dimenzionalne analize proizlazi da (41) mora vrijediti i za sloZzeno anticipativno
ukamacdivanje.

4.3. SloZeno anticipativno ukamacdivanje

Za anticipativno ukamacivanje Cesto se kaze, pa tako i u Ekonomskom leksi-
konu (1995:25), da je to “nacin obra¢una kamata gdje se kamate obracunavaju una-
prijed, na pocetku svakog razdoblja, od konaéne vrijednosti”. Bez obzira na etimo-
logiju, zastupljenost u literaturi, bankarsku praksu i eventualne druge razloge,
“obracunavanje kamata unaprijed” ne izrazava bit anticipativnog ukamacivanja. U
skladu s takvom interpretacijom, koja se u nekim slucajevima sloZzenog anticipativ-
nog ukamacdivanja moze provesti priliéno “nategnuto”, a u nekim ni tako, “zaj-
mom” se ne naziva vrijednost kapitala §to ga dobivamo na raspolaganje “danas”,
veé vrijednost tog kapitala nakon odredenoga vremenskog razdoblja, u primjerima
najce$ce nakon jedne godine. Racionalna bit opisa anticipativnog ukamacivanja
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upravo je onaj dio prethodnog citata u kojemu se kaze da se kamate obracunavaju
od konacne vrijednosti.

Raspolozivi prostor ne omogucuje razlaganje zbog cega se sintagmom “obra-
¢unavanje kamata unaprijed” nije prikladno koristiti pri definiranju anticipativnog
ukamacivanja. No najvazZnije je $to to nije ni potrebno. Analogno sloZenom dekur-
zivnom ukamacdivanju, iznos sloZenih anticipativnih kamata za jedno razdoblje uka-
macivanja bit ¢e jednak iznosu jednostavnih anticipativnih kamata izracunanih pri-
mjenom zadane kamatne stope na vrijednost kapitala na kraju tog razdoblja uka-
macivanja. Takoder ¢e, kao pri dekurzivhom ukamacivanju, jedno razdoblje uka-
macivanja biti upravo osnovno razdoblje d.

1z formule (7) slijedi da ¢e za osnovno razdoblje d pri sloZenom anticipativhom
ukamacivanju vrijediti
b
1-qgd”’

pri ¢emu je kao oznaka anticipativne kamatne stope upotrijebljen znak g. Na sli¢an
nacin kao pri slozenom dekurzivnom ukamacivanju slijedi da za svako vrijeme tra-
janja ukamacivanja 7 vrijedi

V(d) = (42)

W(T) = V(d - %] = V()] = (lf—qdjr/". 43)
Tada je buduca vrijednost kapitala Cp jednaka:
1 Y
Cy=Cy- (mj . (44)
Jednako je tako u kontinuiranom slucaju
1 Y
C@) = C(0)- (1—_qd) . (45)

Formule (44) i (45) dimenzionalno su homogene, $to se moZe provjeriti na isti
nacin kao i pri dekurzivnom ukamacdivanju. Ujedno vidimo da se one mogu napisa-
ti pomocu istih bezdimenzionalnih produkata, ali je tada funkcionalna veza medu

njima drugacija:
1 \%
K= ( T j . (46)

Dimenzionalno homogene formule omogucuju lako uocavanje jo$ jedne razli-
ku izmedu sloZenoga dekurzivnog i anticipativnog ukamacivanja. Kako vrijednost
kapitala uvijek mora biti pozitivna, takav mora biti i koeficijent promjene. 1z (21)
proizlazi da je nuzan i dovoljan uvjet za to da je V(d) > 0. Pri dekurzivhom ukama-
¢ivanju iz (22) slijedi da izmedu dekurzivne kamatne stope p i osnovnog razdoblja
na koje se kamatna stopa odnosi d vrijedi relacija
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L <p<to (47)

Pri anticipativnom ukamacivanju iz (42) se vidi da je relacija izmedu kamatne
stope g i1 osnovnog razdoblja d drugacija:

—w<q < (48)

Obje relacije obuhvacaju i negativnu kamatnu stopu. Puno opravdanje takvog
pristupa jest da treba imati na umu i realnu kamatnu stopu, koja moze biti i nega-
tivna, a ne samo nominalnu, koja je redovito pozitivna. Posljedica intervala variri-
ranja kamatnih stopa, uz zadano osnovno razdoblje d, jest da dekurzivna i antici-
pativna kamatna stopa mogu biti jednake samo ako su iz intervala

11
(. (49)

To se najc¢esce ne spominje kad se u literaturi usporeduju slozene kamate uz
nominalno jednaku dekurzivnu i anticipativnu kamatnu stopu (i isti d). Osim toga,
¢ini se da je od nominalne jednakosti mnogo vazniji pojam ekvivalentnih kamatnih
stopa.

5. Ekvivalentne kamatne stope i primjena

5.1. Definicija ekvivalencije kamatnih stopa

U Rjecniku bankarstva i financija (1993:215) ovako se objasnjava ekvivalent-
nost kamatnih stopa: “Za dvije kamatne stope (...) kaze se da su ekvivalentne ako
su kamate obracunate po obje stope jednake.” To ¢emo prihvatiti kao bit pojma
ekvivalentnosti kamatnih stopa.

Zanimljiv je i ispuSteni dio citata koji glasi: “npr. neka je jedna mjesecna, a dru-
ga godiSnja”. U sljedecoj se recenici nastavlja: “Kod jednostavnog obracuna ekvi-
valentna stopa se zove proporcionalna ili relativna, a kod sloZzenog obracuna se zo-
ve konformna stopa.” Takva bi tvrdnja bila primjer mijeSanja mjernih jedinica vre-
mena i osnovnog razdoblja d. Naime, ono §to se naziva relativnim kamatnjakom u
jednostavnom ukamacivanju, kao Sto pokazuju i numericki primjeri u ve¢ spome-
nutom radu Reli¢a i Bari¢evica (1994), nije niSta drugo nego izrazavanje iste kamat-
ne stope razli¢itim mjernim jedinicama.

Tako je u primjeru 1.(a) za neku glavnicu zadan “godi$nji kamatnjak 12” i vri-
jeme trajanja ukamacivanja 4 dana. Izra¢unani relativni kamatnjak za “razdoblje
duljine osnovnog intervala kapitalizacije”, tj. za 1 dan iznosi 12/365. Prisjetimo li se
naseg primjera iz odjeljka o jednostavnom ukamadivanju, zamijetit éemo da je za-
pravo rije¢ o preracunavanju kamatne stope od 12% godisnje, koja je izrazena je-
dinicama 1/godina, na jedinice 1/dan. Pritom je 1 dan upravo mjerna jedinica vre-
mena, a ne “osnovno razdoblje ukamacdivanja” jer se taj pojam u kontekstu jedno-
stavnog ukamacivanja i ne mozZe smisleno definirati.
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Kako stoji s ekvivalentnim kamatnim stopama u slozenom ukamacivanju? Pri-
je svega, vidjeli smo da pri slozenom ukamacivanju op¢enito nije dovoljno pozna-
vati samo kamatnu stopu, ve¢ i osnovno razdoblje na koje se ona odnosi, kao i na-
¢in ukamacivanja (dosad smo spominjali dekurzivni i anticipativni). Osim toga, u
slozenom su ukamacivanju primarna stanja kapitala u razliitim trenucima, a ka-
mate za odredeno razdoblje razlika su tih stanja.

Stoga kad kazemo da su dvije sloZzene kamatne stope ekvivalentne, onda to
znaci da su uz odredena osnovna razdoblja i nacine ukamacivanja za svaku sada-
S$nju vrijednost kapitala Cg i za svako vrijeme trajanja ukamacivanja 7" odgovaraju-

¢e buduce vrijednosti kapitala jednake.

Relacija (21) omogucuje dokazivanje da su dvije slozene kamatne stope ekvi-
valentne onda i samo onda ako postoji vrijeme trajanja ukamacivanja T, # 0 takvo

da su za zadane kamatne stope, osnovna razdoblja i nac¢ine ukamacivanja koefici-
jenti promjene kapitala jednaki:
Vi(Ty) = Vo(T) - (50)
Naime, tada ¢e za svaki T vrijediti

Vi(T) = Vl(%- ) = AT = (I = Vz(%‘ n) = . 6n

Prema definiciji koeficijenta promjene V za jednake ¢e sadas$nje vrijednosti bi-
ti jednake i budude vrijednosti kapitala.

5.2. Ekvivalentne dekurzivne stope

Neka je uz osnovno razdoblje d zadana sloZzena dekurzivna kamatna stopa p.

Kolika je ekvivalentna kamatna stopa ako je ukamacivanje i dalje dekurzivno, ali je
osnovno razdoblje d, # d;? Prema prethodnom rezultatu, ekvivalentnost stopa ne

ovisi o tome za koje su vrijeme trajanja ukamacivanja koeficijenti promjene jedna-
ki, pa je najjednostavnije da to bude upravo za d,
Uzevsi u obzir formulu (24) dobivamo
1+ pady = (1 + pydy) 0, (52)

S$to nas neposredno vodi do toga da je sloZenoj dekurzivnoj kamatnoj stopi p; uz
osnovno razdoblje d; ekvivalentna, uz osnovno razdoblje d,, slozena dekurzivna ka-
matna stopa

_ (1 + pydy)ddr -1
, =

- (53)

Spomenimo najprije da je formula (5§3) dimenzionalno homogena: lako se ve-
rificira da brojnik razlomka na desnoj strani jednakosti pripada dimenziji 1, a na-
zivnik dimenziji T, pa je dimenzija razlomka T-1, $to je i dimenzija kamatne stope

589



J. STANIC: Primjena dimenzionalne analize na kamatne stope
Financijska teorija i praksa 25 (4) str. 567-604 (2001.)

na lijevoj strani. Nadalje, formula je opcenita i vrijedi za sve d; i d, (koji su u de-
kurzivhom ukamacdivanju prema definiciji pozitivni): nije vazno koji je ve¢i, a koji
manyji, niti jesu li sumjerljivi.

Sada ¢emo pojam ekvivalentnih kamatnih stopa povezati s pojmovima relativ-
ne i konformne kamatne stope, koji se ¢esto spominju u nasoj literaturi. Okvir pro-
blema obi¢no se postavlja kao u radu Sege (1993:23-27). Zadana je kamatna stopa
i uz nju vremensko razdoblje razlicito od zadanoga osnovnog razdoblja ukamaciva-
nja. Kako izracunati slozene kamate? Prema istom radu, potrebno je preracunati
nominalnu kamatnu stopu, pri ¢emu “valja voditi racuna da je vremensko razdob-
lje kapitalizacije osnovica za obra¢un kamata” i “vrijeme izraziti u temeljnom vre-
menskom razdoblju kapitalizacije”.

Prije nastavka izlaganja napomenimo da Sego nominalnom ili zadanom kamat-
nom stopom naziva propisanu (zakonom ili ugovorom) kamatnu stopu “za temelj-
no razdoblje kapitalizacije”. Medutim, prema podjeli koja je prisutna posebice za-
stupljena u stranoj literaturi i bankarskoj praksi, objavljena ili ugovorena kamatna
stopa moze biti nominalna ili pak efektivna. O nominalnoj i efektivnoj kamatnoj
stopi nesSto ¢emo viSe reci kasnije. Kako je, dakle, taj pojam nominalne kamatne
stope uzi od pojma nominalne kamatne stope iz navedenog Segina rada, u citatima
¢emo zadrZati izraz “nominalna kamatna stopa”, ali éemo pritom misliti na “zada-
nu kamatnu stopu”, koja prema spomenutom razlikovanju moZe biti nominalna ili
efektivna.

Pri preracunavanju zadane stope najprije se odreduje “koliko se puta (m) pro-
vodi obracun kamata u odnosu prema temeljnom vremenskom razdoblju nominal-
ne kamatne stope:

m=t,
pri ¢emu je n; duljina temeljnog vremenskog razdoblja na koje se odnosi nominal-
na (ugovorena) kamatna stopa p, a n, duljina temeljnog razdoblja u kojem se obav-
lja kapitalizacija”.

Nakon primjera za odredivanje veli¢ine m, kaZe se:

“Podijelimo li nominalnu kamatnu stopu p sa m, dobivamo relativnu kamatnu
stopu p,:

=P
br=.

koja se izraZava u jedinici vremena ukamacivanja.”

Iako se u citatu misli na kamatnjake, kako je kamatnjak stopa pomnoZena sa
100, formula za kamatne stope je identicna.

Pravo znacenje tako definirane relativne kamatne stope najbolje se vidi iz pri-
mjera u kojemu neka osoba ulozi u banku 10.000 HRD na 6 godina. “S kolikim iz-
nosom ¢e ta osoba raspolagati na kraju 6. godine ako banka primjenjuje godiSnju
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kamatnu stopu 120, a obracun kamata je slozen i dekurzivan i (@) godi$nji, (b) mje-
secni, (c¢) dvogodisnji i banka koristi relativni kamatnjak?”

Za slucaj (a) navodi se da je m = 1, a stanje kapitala (u HRD) na kraju 6. go-
dine (Cg) izracunava se iz izraza

1206
10 000 - (1 + W) : (54)

Sto je jednako 1 133 799.
Za (b)je m = 12, ap, = 120/12 = 10, broj razdoblja kapitalizacije je 6 - 12 =
72, a trazeni iznos (u HRD)
10 Y72
10 000 - (l + W) =9 555938, (55)

dok je za (c) m = 0,5 i p, = 120/0,5 = 240, broj razdoblja kapitalizacije je 6 - 0,5 =
3, a trazeni iznos (u HRD)
240 \3
10 000 (l + 1—00) =393 040, (56)

Usporedimo li navedene brojc¢ane izraze medusobno, kao i s formulom (24)
Cp = Cy (1 + pd)'™, (57)

mozemo vidjeti da u sva tri slu¢aja vrijednost kapitala na kraju 6. godine ra¢unamo
uz jednaku kamatnu stopu, ali uz razlicita osnovna razdoblja. Naime, uz sadasnju
vrijednost kapitala Cq od 10.000 HRD i vrijeme trajanja ukamacivanja 7 od 6 go-

dina u slu¢aju (a) osnovno razdoblje d; jednako je 1 godini. Kamatna stopa p je
120% godisnje, pa su sve jedinice koherentne i neposrednim se uvrstavanjem dobi-
va izraz (54).
U slucaju (b) d, je 1 mjesec. Kamatna je stopa i dalje p, ali umjesto u mjernoj
jedinici G'1, sada je izraZzena u M-1:
p =120% G1 = 120% (12 M)l = 10% M-

Jednako je tako 7= 6 G = 6 -12 M = 72 M. UvrStavanje brojc¢anih vrijednosti
u (57) daje izraz (55).

Iz toga vidimo da su zadana i relativna kamatna stopa iste stope izraZene razli-
¢itim mjernim jedinicama. Ako pod kamatnom stopom mislimo na dimenzionalnu
velicinu, relativna bi stopa bila, zapravo, zadana stopa izrazena pomocu mjerne je-
dinice za vrijeme jednake zadanom osnovnom razdoblju. Veli¢ina m pritom je, za-
pravo, omjer mjerne jedinice za vrijeme pomocu koje je izrazena zadana kamatna
stopa i osnovnog razdoblja kao nove myjerne jedinice za vrijeme. Analogni se omjer
pojavljuje pri utvrdivanju novog broj¢anog iznosa bilo koje veli¢ine nakon izbora
nove mjerne jedinice za tu veliCinu.
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Sam, pak, mjerni broj relativne stope {p,} istodobno je jednak kamatnom koe-
ficijentu koji je umnozZak zadane kamatne stope i osnovnog razdoblja. Naime, ako
je zadana kamatna stopa p izraZzena pomocu mjerne jedinice za vrijeme [¢], onda je
njezin mjerni broj {p} jednak p/[¢]-1. Prijelaz na novu mjernu jedinicu za kamatnu
stopu d-! zahtijeva mnoZenje mjernog broja sa [¢]1/ d'L, te je

(0} = Ap} - [(FYd 1 = p/[el - [/ d 1 = pd. (58)

Napomenimo da zbog dimenzionalne homogenosti formule (57) preracunava-
nje zadane kamatne stope na jedinicu za vrijeme jednaku osnovnom razdoblju u ta-
kvom tipu problema uopée nije bilo nuzZno. Vazno je samo da sve jedinice budu ko-
herentne. Kako jep = 120% G1 =12 G, T = 6 G, ad, = 1 M, osnovno razdob-
lje d, mogli smo izraziti godinama i tada brojc¢ane vrijednosti uvrstiti u (57). Nai-
me,d, = 1 M = 1/12 G, te dobivamo

' 120 1 )i _ ( 10)72
10 000 (1+1—00 17) =10000- |1+ =55 3 (59)

dakle, izraz ekvivalentan izrazu (55).

Analogna razmatranja mogu se provesti i u slucaju (c), samo $to bi tada jedini-
ca za vrijeme bila 2 godine. Kako u sva tri slu¢aja imamo istu kamatnu stopu, a
razli¢ita osnovna razdoblja, dobivamo, naravno, i tri razli¢ite buduée vrijednosti ka-
pitala, Sto je u skladu s onim S§to smo vec rekli o ekvivalentnosti kamatnih stopa.

Prema istom radu, konformna kamatna stopa daje odgovor na pitanje kako va-
lja postupiti ako je m # 1, to jest koju stopu valja koristiti da bi u¢inci kapitalizaci-
je uz primjenu te stope bili jednaki u¢incima zadane stope p.

Umjesto izvornih formula, koje se prema uspostavljenom razlikovanju odnose na
kamatnjake, odgovarajuca formula za konformnu kamatnu stopu bila bi zam > 1

p="1+p-1, (60)
dok se za m < 1 uvodi oznaka M = 1/m, pa prethodna formula postaje
p=0+pM-1. (61)

Vidimo da formule (60) i (61) nisu dimenzionalno homogene: zbraja se broj 1
i kamatna stopa, koja nije broj.

U primjeru koji je u svemu jednak prethodnome osim $to banka ne primjenju-
je relativni ve¢ konformni kamatnjak, sada se navodi da je za slucaj (a) m = 11 ni-
je potrebno racunati konformnu stopu jer je p'* = p* = 120, a traZeni iznos jednak
onome iz (54).

U slucaju (b) m = 12, pa je konformni kamatnjak

/ 120
% = 12 _ =
P 100( 1+ 100 1) 6,79114, (62)
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broj razdoblja kapitalizacije 6 - 12 = 72, a trazeni iznos (u HRD) 10.000 -
1,067911472 = 1 133 799.

U slucaju (¢) m = 0,5, odnosno M = 1/0,5 = 2, konformni je kamatnjak

2
Pt =100 ((1 + }—ggj _ 1) = 384, (63)

broj razdoblja kapitalizacije 6 - 0,5 = 3 i trazeni iznos (u HRD) 10.000 - 4,843 =
1133 799.

U sva tri slu¢aja dobili smo jednake iznose, pa je ocito rijec o ekvivalentnim sto-
pama. Kako je op€enito valjana formula za ekivalentne stope (53), izracunajmo
stopu p, koja je uz osnovno razdoblje d, = 1 M ekvivalentna stopi p; = 1,2 G uz
osnovno razdoblje d; = 1 G. Pritom ¢emo se kao mjernom jedinicu za vrijeme ko-
ristiti godinom G. Za formulu (53) potreban nam je omjer d,/d; = 1/12, te imamo

_ (Q+12G-1Ghmeg_ L
Py = 26 =12-(22112-1) Gl = (64)

=12-(1,0679114 - 1) G1 = 12 - 0,0679114 G-L.

Ako to izraCunamo do kraja, dobit ¢emo da je dekurzivnoj kamatnoj stopi od
120% godisnje uz osnovno razdoblje od 1 godine ekvivalentna dekurzivna kamat-
na stopa od 81,49368% godisnje uz osnovno razdoblje od 1 mjeseca. No kako je 1
G = 12 M, iz posljednjeg izraza u (64) vidi se da je p, jednaka i 6,79114% mjesec-
no. Ta broj¢ana vrijednost upravo je bio konformni kamatnjak u slucaju (b).

Proizlazi da bi konformna stopa bila stopa koja je ekvivalentna zadanoj uz no-
vo osnovno razdoblje i mjernu jedinicu za vrijeme jednaku tom osnovnom razdob-
lju. To se moze i opéenito dokazati.

Neka je p; nominalna kamatna stopa i d; osnovno razdoblje na koje se odnosi
kamatna stopa. Primjenimo li ve¢ kori$tenu notaciju za mjerne brojeve, neka je {p}
mjerni broj nominalne kamatne stope kad je d; i mjerna jedinica za vrijeme. Tada je
p1 = {p1}d;, jer kamatna stopa pripada dimenziji T-1, te je pid; = {p;}. Omjer
d,/d, bezdimenzionalni je produkt i to je zapravo 1/m. Stoga iz (53) proizlazi

(1+ {1
P2 = d .
2

(65)

Napomenimo da dok je kod relativne kamatne stope m bio omjer dvaju mjer-
nih jedinica, kod konformne kamatne stope m je omjer dviju ekonomskih velicina,
i to osnovnih razdoblja. Ako sad s {p,} oznac¢imo mjerni broj kamatne stope p,, ali

uz mjernu jedinicu za vrijeme jednaku d,, (65) se svodi na

(L+ pHm-1

{Pz}dz'l = d,

(66)
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Nakon mnozenja obiju strana prethodne jednakosti s d,, dobivamo (60) odno-
sno (61), Sto je i trebalo dokazati.

Dimenzionalna analiza tako nam jasno pokazuje da primjena relativne ili kon-
formne stope ovisi o tome je li u izrazu “godiSnja kamatna stopa 1207, “kamatna
stopa 120% godisnje” ili slicnom izrazu 1 godina samo mjerna jedinica za vrijeme
ili je to i osnovno razdoblje na koje se odnosi kamatna stopa. Ako to nije izricito
navedeno ili odredeno, automatski je otvoren prostor za moguée nesporazume, ko-
ji su u praksi Cesti.

Prethodna rasprava o relativnoj i nominalnoj kamatnoj stopi provedena je uz
pretpostavku da je ono §to se u formulama financijske matematike oznacava ka-
matnom stopom zapravo mjerni broj kamatne stope. Medutim, spomenuli smo da
se pod nazivom kamatna stopa moze misliti i na bezdimenzionalni produkt & = pd,
koji smo prigodno nazvali kamatnim koeficijentom. Ima li smisla govoriti o relativ-
nome i konformnome kamatnom koeficijentu?

Sto, naime, ako bismo imali zadani kamatni koeficijent 7, i osnovno razdoblje
dy na koje se on odnosi, a trazi se kamatni koeficijent za drugo osnovno razdoblje
d,? Tada neki relativni kamatni koeficijent nt;/m, pri ¢emu je m = d,/d,, ne bi imao
smisla jer bi to bio umnozak prve kamatne stope i drugoga osnovnog razdoblja.

Ako se mijenja osnovno razdoblje, novi kamatni koeficijent mora biti dobiven iz
ekvivalentne stope. Iz formule (53) dobivamo

pody = (14pydy)lim -1, (67)
$to se mozZe pisati kao
m = (14 m)lm - 1. (68)

Ta formula takoder odgovara formulama (60) odnosno (61), pa bi se moglo go-
voriti o konformnom kamatnom koeficijentu. Relativni kamatni koeficijent bio bi,
eventualno, prva aproksimacija konformnoga kamatnog koeficijenta, a izvan toga,
“nekriticko nametanje proporcionalnosti” (Muskardin, 1985:80).

U radu iz kojega su preuzeti prethodni primjeri, Sego (1993:23-24) navodi da
se govori o proporcionalnoj metodi, ako se pri obracunu sloZenih kamata umjesto
zadanog primjenjuje relativni kamatnjak a ako se primjenjuje konformni, rije¢ je o
konformnoj metodi. Nadalje, kako se primjenom proporcionalne metode dolazi do
razli¢itih iznosa konac¢ne vrijednosti glavnice, ona se po pravilu ne koristi, odnosno
“moze se koristiti jedino ako greska koja nastaje njezinom primjenom nije znacaj-
na”. Prema prethodnim razmatranjima mogli bismo reéi: ako se pod relativnim ka-
matnjakom misli na relativni kamatni koeficijent, onda je to to¢no. Upotreba, pak,
relativne kamatne stope ne mora biti unaprijed iskljucena.

Naime, u stranoj literaturi i bankarskoj praksi upotrebljavaju se pojmovi nomi-
nalne i efektivne stope. Pritom se ¢esto kamatna stopa koju bismo u terminima ovog
rada definirali kao kamatnu stopu izrazenu pomo¢u mjerne jedinice za vrijeme jed-
nake osnovnom razdoblju naziva periodna stopa. Ako je zadana stopa nominalna,
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tada je prema njezinoj definiciji periodna stopa jednaka relativnoj stopi. Ako je,
pak, zadana stopa efektivna, periodna stopa bila bi jednaka konfomnoj stopi.22 Ka-
ko nominalna stopa opc¢enito nije periodna stopa, moglo bi se reci da je njezina pri-
mjena viSe u skladu s kamatnom stopom kao dimenzionalnom veli¢inom.

Cijelo vrijeme dok smo govorili 0 pojmovima “relativno” i “konformno” to je
bilo u kontekstu sloZenoga (dekurzivnog) ukamacivanja. MoZzda je u raspravi o pro-
porcionalnoj i konformnoj metodi najzanimljivije to da se pod primjenom konform-
ne ili proporcionalne metode u praksi, ali i u teoriji, zapravo misli na primjenu slo-
Zenoga ili jednostavnog ukamacivanja.23

Tesko se upustiti u sveobuhvatnu rasS¢lambu kako dolazi do toga da pitanje “re-
lativne ili konformne stope” postaje pitanje jednostavnoga ili slozenog ukamaciva-
nja. Ipak, pokuSat ¢emo doci do nekih zakljucaka i dalje se koriste¢i radom Sege
(1993).

Za ilustraciju primjene proporcionalne ili konformne metode navode se dva
primjera od kojih prvi glasi (Sego, 1993:24-25):

“Netko ulozi 10 000 HRD uz 100% godi$njih dekurzivnih kamata na 6 mjese-
ci. S kolikim ¢e iznosom raspolagati ta osoba na kraju 6. mjeseca (racunajuéi od da-
na kada je ulozila navedeni iznos) ako se kamate racunaju uz primjenu (a) propor-
cionalne, (b) konformne metode?”

“Primjena proporcionalne metode znaci da se kamate racunaju uz primjenu re-
lativne kamatne stope. U ovom slucaju, buduéi da u temeljnom vremenskom raz-
doblju na koje se odnose dekurzivne kamate (dakle, godini) imamo 2 razdoblja od
6 mjeseci (dakle, 2 polugodista), relativna kamatna stopa iznosi

=P -
pr_z 505

pa ukupne kamate za razdoblje od 6 mjeseci iznose

;= Cp, _ 10000 x50
= 7100 100

= 5000 HRD.”

“Primjena konformne metode znaci da se kamate racunaju uz primjenu kon-
forme kamatne stope. U ovom slucaju, bududi da u temeljnom vremenskom raz-
doblju na koje se odnose dekurzivne kamate (dakle, godini) imamo 2 razdoblja od
6 mjeseci (dakle, 2 polugodista), konforma kamatna stopa iznosi

L P ) 100 )_ N
p = 1oox( 1+ 405 1) = 100{ il + o0~ 1) = 100x(V2 - 1) = 41,42136623,

pa ukupne kamate za razdoblje od 6 mjeseci iznose

22 Osim navedenoga, izraz efektivna stopa moZze znaciti i stvarnu cijenu financijskog posla pri &ijoj se
kalkulaciji uzimaju u obzir i administrativni troskovi, provizije, servisiranje, frakcioniranje i dr., Sto omogucu-
je usporedbu razli¢itih izvora financiranja (Rje¢nik bankarstva i financija, 1993:127-8).

23 Tako je i u Zakonu o zateznim kamatama (NN 28/96).
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j= Cp' _ 10000 x 41,42136623

=100 = 100 = 4142 HRD.

Iz primjera se vidi da je vrijeme trajanja ukamacivanja 6 mjeseci. Ali sada se vi-
e ne definira je li obracun kamata godi$nji, mjesecni ili kakav drugi, dakle ne de-
finira se kao u prijasnjim primjerima osnovno razdoblje, ve¢ se smatra da je osnov-
no razdoblje ukamacivanja jednako vremenu trajanja ukamacivanja. To, naime, ned-
vosmisleno proizlazi iz prethodnog primjera.

No osnovno razdoblje i vrijeme trajanja ukamacivanja neovisne su varijable.
Stoga vise ne mozemo govoriti o relativnoj i konformnoj kamatnoj stopi, kako su
prije definirane, vec vidjeti $to iza tih naziva stoji, uz uvjet da za svako vrijeme tra-
janja ukamacivanja (koje ne mora, naravno, biti 6 mjeseci ili 2 godine kao u sljede-
¢em primjeru iz citiranog rada, ve¢ moze biti bilo koji broj dana, i veci i manji od
365) vrijedid = T.

Prije nastavka pogledajmo ¢emu su jednake kamate pri sloZzenom dekurzivhom
ukamacivanju. Kako su kamate I za neko razdoblje jednake razlici buduée Cy i sa-
dasnje vrijednosti Cg, iz (24) slijedi da je

I=Cg [(1+ pd)T-1]. (69)

Izraz u uglatoj zagradi na desnoj strani jednakosti (69) jest broj, veli¢ina di-
menzije 1, koji omogucuje dobivanje iznosa kamate jednostavnim mnoZenjem, no
koji bismo tesko mogli nazvati kamatnom stopom. Ako jed = T, vidimo da formu-
la (69) postaje

I=CgpT. (70)

Dakle, u tom su sluéaju (i kao $to Sego naglasava samo u tom slu¢aju) jedno-
stavne dekurzivne kamate jednake sloZenim dekurzivnim kamatama uz jednaku
kamatnu stopu i jednako vrijeme trajanja ukamacivanja.

Sto je, dakle, relativna kamatna stopa u proporcionalnoj metodi? Rekonstrui-
rajmo prethodni primjer uz sljedeée oznake i konkretne broj¢ane vrijednosti i mjer-
ne jedinice:

kamatna stopa p 100% godisnje = 1 G-1
vremensko razdoblje za

navedeni postotak kamata X 1godina=1G
mjerni broj kamatne stope uz

x kao mjernu jedinicu za vrijeme {r} (= px) 100% =1
vrijeme trajanja ukamacdivanja T 6 mjeseci.

Sada je racunana veli¢ina m = x/T, §to je u primjeru jednako 2. Uzevsi u obzir
da se u formulama pod kamatnom stopom zapravo pojavljuje njezin mjerni broj,
relativna je kamatna stopa
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1
p, = ipt _ _pit =px -xT = pT. (71)

Proizlazi da je u proporcionalnoj metodi relativna stopa bezdimenzionalni pro-
dukt koji odgovara jednostavnom ukamacivanju uz zadanu kamatnu stopu i vrije-
me trajanja ukamacdivanja.

U konformnoj metodi, uz izostavljanje broja 100 jer ne radimo s kamatnjaci-
ma, konformna je stopa

p="THpI-1=(1+plm—1=(1+pTk-1, (72)

dakle, broj kojim trebamo mnoZiti pocetnu vrijednost kapitala da bismo dobili
iznos sloZenih kamata uz kamatnu stopu p za vrijeme trajanja ukamacdivanja 7 ix
kao osnovno razdoblje. Kada se, stoga, u struénim ¢asopisima pojavljuju tablice
pod nazivom “konformne stope po danima”, to su zapravo prethodni faktori pom-
nozeni sa 100 zax = 1 godina i 7 od 1 dan do 365 ili 366 dana.

5.3. Ekvivalentna dekurzivna i anticipativna stopa

Pogledajmo i ¢emu su jednake medusobno ekvivalentne dekurzivna i anticipa-
tivna kamatna stopa pri sloZenom ukamacivanju. Najjednostavniji je, ali za praksu
one odnose jednaka. Oznacimo dekurzivnu stopu s p, anticipativnu s g, a osnovno
razdoblje s d. Da bi te stope bile ekvivalentne, koeficijenti promjene za bilo koje raz-
doblje, pa tako i za d, moraju biti jednaki. Uz pomo¢ (22) i (42) izravno dobivamo

1+pd= (73)

o
1-qd”’
Sto nas, na analogan nacin kao u ekvivalentnih stopa pri jednostavnom ukamaciva-
nju, vodi do

p-q-pgd =0 (74)

iz ¢ega slijedi

q= 1-1:7pd i p= ﬁ (75)

Iz tih dimenzionalno homogenih formula vidimo da prije navedene formule iz
Ekonomskog leksikona dane za slozeno ukamacivanje vrijede ako je osnovno raz-
doblje na koje se odnosi kamatna stopa za obje stope jednako i ako se osnovno raz-
doblje sluZi kao mjerna jedinica za vrijeme. 1o, kao i prije, znaci da nisu opcenito
valjane.

Povezemo li to s prethodnim izlaganjem, za kvartalno ukamacivanje i dekurziv-
nu efektivnu godisnju stopu formula iz Ekonomskog leksikona rezultirala bi mjer-
nim brojem ekvivalentne anticipativne efektivne godisnje stope. No ako bi zadana
dekurzivna godisnja stopa bila nominalna, kao rezultat ne bismo dobili mjerni broj
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ekvivalentne anticipativne nominalne godi$nje stope. No formule (75) u oba sluca-
ja daju to€an rezultat.

Formule (75) imaju jo$ jednu prednost. Promatrajuéi ih, upravo upada u o¢i da
biuzd = 0 ekvivalentne dekurzivna i anticipativna kamatna stopa bile jednake. la-
ko je, prema definiciji, pri dekurzivnom i anticipativnom ukamacivanju uvijek d >
0, to nam sugerira da bi u nekom nacinu sloZenog ukamacivanja, koji bi se mogao
tumaciti tako da za nj vrijedi d = 0, razlike izmedu dekurzivnog i anticipativnog
ukamacivanje nestale.

5.4. Trenutacno ukamacivanje

U uvodnom dijelu o sloZenom ukamacivanju spominjali smo kontinuirano uka-
macivanje kao ukamacivanje “u kojem se kamata obracunava svakog trenutka i do-
daje glavnici”, tj. “nema vremenskog diskontinuiteta izmedu dva obracuna kamata
i njihova pribrajanja glavnici” (Ekonomski leksikon, 1995:417).

Tada smo rekli i da bi takva uporaba termina “kontinuirano ukamacdivanje” pri-
padala tzv. klasicnom pristupu financijskoj matematici, te da ¢emo se terminima
kontinuirano i diskretno ukamacdivanje Koristiti s obzirom na to kakve vrijednosti
moZe poprimiti varijabla vrijeme, a ne prema nacinu obracuna kamata.

U tzv. suvremenom pristupu financijskoj matematici za ukamacdivanje s pocet-
ka odjeljka rabi se termin “prirodni rast”. Cini se, medutim, da bi najprikladniji ter-
min bio “trenuta¢no ukamacdivanje”. Stoga ¢e se u daljnjem tekstu upotrebljavati
upravo taj termin, a tada bi i razlozi za njegov odabir trebali postati jasniji.

Uobicajeni nacin izvodenja formule za trenutacno ukamacivanje u klasicnom

pristupu prikazat éemo prema radu Martica (1980:1-2).24 Polazi se od formule za
konacnu vrijednost C,, uz godiSnju kamatnu stopu p nakon n godina:

Cy = Co (1+p)". (76)

Ako se kamate dodaju glavnici m puta u godni, uz relativnu ispodgodis$nju ka-
matnu stopu p/m, C, za n godina glavnica naraste na

Cpn = Co (1 + ﬂj’"”

) (77)

Tako Marti¢ naglasava da relativna ispodgodiSnja kamatna stopa nije ekvi-
valentna godiSnjoj i daje model za konformnu stopu, ipak se za daljnje izvodenje
koristi bas formulom (77). Upravo je ta Cinjenica osnova kritike klasi¢nog pristupa
kod Muskardina (1985:79-82) i Sege (1991:13-16).

Nastavak izvoda svodi se na to da broj potperioda m raste, pa se kamate
pribrajaju glavnici u sve kra¢im vremenskim razmacima. Taj proces na granici pre-
lazi u, kako Marti¢ kaze, kontinuirano, a mi bismo rekli trenuta¢no ukamacivanje:

24 Od izvornika ¢éemo odstupiti utoliko §to éemo se umjesto kamatnjakom koristiti kamatnim stopama.
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. p mn
lim = |1+ & |=emw, (78)
m-w m
te je

C,=Cyerp. (79)

Zato se u izvodu ne rabi konformna stopa? Sego (1991) dokazuje da konform-
na stopa p’, definirana kao u (60), tezi 0 kad m — oo, a konacni je rezultat relacija
(76) od koje se u izvodu i krenulo.

Iz opisa izvoda u klasicnom pristupu proizlazi da se sve formule odnose na
mjerne brojeve. I u tom se kontekstu pokazuje prednost dimenzionalno homogenih
formula. Naime, krenemo li od formule za slozeno dekurzivno ukamacivanje (24)

Cp=Cs (1 +pd)THd, (80)
i pustimo da d tezi 0 uz konstantno p, odmah dobivamo
CB = CS CPT. (81)

Tada bi p trebalo shvatiti kao nominalnu, nasuprot efektivnoj, kamatnu stopu, a
trenuta¢no ukamacivanje kao rezultat grani¢nog procesa kad osnovno razdoblje na
koje se odnosi kamatna stopa tezi 0. Kako za d = 0 ne mozemo viSe govoriti o raz-
doblju, ve¢ o trenutku, odatle i prikladnost naziva trenutacno ukamacivanje.

Jos ocitije isti se rezultat dobiva i iz dimenzionalno homogene formule za slo-
Zeno anticipativno ukamacivanje (44), §to se bolje vidi iz oblika

CB = CS (1 - qd)'T/d . (82)

Ako je g konstantno, a d tezi 0, rezultat je opet (81), s tim $to se umjesto p po-
javljuje g, jer je lim (1-x)-1x kad x tezi 0 takoder e.

Kao osnovni nedostatak izvoda u klasi¢nom pristupu ¢ini se sljedeée. U granic-
nom procesu uvijek kre¢emo od formule (80) i nekog d. Kako je p dekurzivna ka-
matna stopa, ona, kao sto smo vidjeli, uvijek mora biti veca od -1/d. Tada je izvod
formule (81) valjan za te kamatne stope. Medutim, formula (81) “podnosi” sve vri-
jednosti, dakle i one kamatne stope manje od -1/d. Da bi izvod bio valjan i za dio tih
stopa, moramo krenuti od manjeg polaznog d. Vidimo da nema nijedne negativne
kamatne stope za koju izvod ne bi bio mogu¢ ako izaberemo dovoljno mali d, ali i
da za svaki konkretni d postoje kamatne stope koje nisu obuhvacene tim izvodom.2

U suvremenom pristupu financijskoj matematici uvodi se, kako smo veé spome-
nuli, model prirodnog rasta (Muskardin, 1985:77; Sego, 1991). Model se izvodi iz op-
Ceg zakona kapitalizacije (Car, 1973:432-434) kao slucaj kad je tzv. intenzitet rasta
konstantan. Tada, u kontinuiranom slucaju, za proizvoljni realni broj A vrijedi

C(t) = C(0) e*, (83)

25 Ova se teskoca s klasi¢nim pristupom pojavljuje samo uz negativne kamatne stope, dok se u lite-
raturi, izricito ili preSutno, ponajprije obraduju pozitivne kamatne stope.
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dok je kamatna stopa, oznacena s 7, jednaka

i=e -1 (84)
Muskardin inzistira na tome da je izraz
Ct)y=C0)e' (85)

kvalitativno, ali ne i kvantitativno ispravan. Kvantitativno bi bio ispravan kad bi se
parametar i interpretirao kao intenzitet rasta, a ne kao kamatna stopa, a upravo se
to ¢ini. S pravom upozorava na zbrku u primjeni kad se isti zadatak katkad rjeSava
formulom (85), a katkad formulom za dekurzivno ukamacdivanje.

Cini se, medutim, da je u Muskardinovoj kritici rije¢ o prevelikom suZavanju
pojma kamatne stope na dekurzivau kamatnu stopu. Jer, njegovu definiciju kamat-
ne stope, iz koje proizlazi i formula (84),26 ne bi zadovoljila ni anticipativna kamat-
na stopa, kojoj se naziv kamatna stopa ne moze osporiti. Mozda takav stav proizla-
zi iz toga §to parametar A nije izveden iz ekvivalentnih stopa na kojima inzistira su-
vremeni pristup. Stovise, mozda su ekvivalentne stope i najbolji put prema trenu-
ta¢nom ukamacivanju, ali tada nam ne moZe pomoci konformna stopa, koja, kao
$to smo vidjeli, u grani¢nom slucaju postaje jednaka 0. Tada su nam neophodne op-
¢e, dakle dimenzionalno homogene formule.

Definirajmo kao trenutacnu kamatnu stopu r pridruZzenu dekurzivnoj kamatnoj
stopi p i osnovnom razdoblju d, grani¢nu vrijednost ekvivalentne dekurzivne stope
za osnovno razdoblje d’ kad d’ tezi 0. Prema (53), to je

d'/d _
r = lim %, (86)
i dalje, prema L Hospitalovu pravilu,
. \ 1 In(1 + pd)
— d'/d . =
r=lim {(1 + pd)@/ - In(1 + pd) d} = 7 g (87)

Dobivena je veli¢ina dimenzije T-1, kao $to kamatna stopa i treba biti. Primije-
timo da je za izvod bitno pojavljivanje veli¢ine d’ u nazivniku polazne formule.

Sada je najlakse definirati trenuta¢no ukamacivanje kao takvo ukamaciva-
nje za koje su trenutacna kamatna stopa r i njoj pridruzena dekurzivna stopa p uz
osnovno razdoblje d ekvivalentne. To znaci da za svako vrijeme trajanja ukamaciva-
nja T odgovarajuci koeficijenti promjene kapitala trebaju biti jednaki, tj.

V(r|T) = Vip, d|T). (88)
Uzevsi u obzir (87), slijedi da je

T
V(r|T) = (1 + pd)Tid = ga" *7) — o, (89)

26 Za Muskardina (1985:76) kamatna je stopa razlika vrijednosti kapitala na kraju i na pocetku jedi-
ni¢noga vremenskog razdoblja podijeljena vrijednoscu kapitala na pocetku tog razdoblja.
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Kako je koeficijent promjene omjer buduce i sada$nje vrijednosti kapitala, ko-
nacno za trenutacno ukamacivanje dobivamo formulu

CB=CSe’T. (90)

Bez dokaza napominjemo da je definicija trenuta¢nog ukamacivanja dobra u
tom smislu $to bi, ako bismo krenuli od neke anticipativne kamatne stope ¢, ekvi-
valentne dekurzivnoj stopi p, rezultat bila ista trenuta¢na stopa r.

Formula (90) takoder vrijedi i za kontinuirani i za diskretni slu¢aj. U kontinui-
ranom je dobro poznata, ali se mnogo rjede primjenjuje u diskretnom.

U odnosu prema trenutacnom ukamacivanju, dekurzivno i anticipativno uka-
macivanje mogli bismo zajednicki nazvati intervalnim ukamacivanjem. Vidjeli smo
da se pri intervalnom ukamacivanju, ne racunajuci omjer buduce i sadasnje vrijed-
nosti kapitala, pojavljuju dva bezdimenzionalna produkta, a pri trenutacnome sa-
mo jedan, rT, kao i pri jednostavnom ukamacivanju. Zaista, pri trenutacnom uka-
macivanju kamatni koeficijent 7 nema smisla, jer bi on bio jednakr-d =r-0 = 0.
Jednako tako, dok kod sloZenog intervalnog ukamacivanja imamo i odgovarajuce
jednostavno, za trenutacno ukamacivanje ne mozemo uociti nikakav specifi¢ni smi-
sleni koncept jednostavnog ukamacivanja. Kako zaista nema razloga trenutacno
ukamacivanje ne smatrati ukamacivanjem, mozda je to jo$ jedna potvrda teze da je
ukamacivanje u svojoj biti sloZeno.

6. Zakljucak

Kamatna je stopa ekonomska veli¢ina. Po svojoj biti mogla bi se nazvati brzinom
relativne promjene kapitala. Ve€ se iz takve “definicije” vidi da ona nije cist broj, veé
dimenzionalna veliina, reciproc¢na vrijednost vremenskog intervala. Takvo je i staja-
liste u ekonomskoj teoriji.

Za mnoge probleme i primjene povezane s ukamacivanjem financijska je ma-
tematika nezaobilazna. Formule financijske matematike po pravilu se odnose na ¢i-
ste brojeve, bilo da su to mjerni brojevi, bilo da su bezdimenzionalni produkti. Te su
formule, naravno, focne, ali ograni¢ene. Naime, to nisu formule koje pokazuju od-
nose izmedu odgovarajucih ekonomskih veli¢ina kao dimenzionalnih veli¢ina, §to
znaci da nemaju opcu valjanost.

Kad teorija utvrdi dimenzije ekonomskih veli€ina, primjenom dimenzionalne
analize moZe se lako provjeriti dimenzionalna homegenost matematickih formula-
cija teorije, pa ¢ak i upozoriti na moguci izvor nehomogenosti. Prostor za raspravu
tu je relativno uzak. No dimenzionalnom se analizom, bez teorije, ne mogu posta-
viti nove formule. Tu je ve¢ polje za raspravu mnogo Sire.

Cini se da je jedan od najveéih problema kamatnog ra¢una nerazlucivanje dvi-
ju razlicitih veli¢ina koje inace pripadaju istoj dimenziji: mjerne jedinice za vrijeme i
ekonomske veli¢ine koju smo nazvali osnovnim razdobljem na koje se odnosi kamat-
na stopa. Primjer za mijeSanje tih dvaju pojmova moZemo naci ¢ak i u De Jonga ko-
ji je bez sumnje, napisao temeljnu knjigu o dimenzionalnoj analizi u ekonomiji. Te
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dvije veli¢ine mogu biti jednake, ali opéenito osnovno razdoblje kao ekonomska ve-
li¢ina neovisno je o mjernoj jedinici kojom se izrazava. Stovise, kamatna stopa pri
trenutaénom ukamacivanju ne moZe se ni izraziti pomoc¢u mjerne jedinice za vrije-
me jednake osnovnom razdoblju jer bi ono bilo 0.

Eksplicitnim uvodenjem osnovnog razdoblja postize se dimenzionalna homo-
genost formula za sloZzeno dekurzivno i anticipativno ukamacdivanje. Suprotno to-
me, u jednostavnom ukamacivanju toj veli¢ini nema mjesta. Neovisno o nacelnom
znacenju takvih formula za bilo koju znanstvenu disciplinu, po mome misljenju bas
dimenzionalno homogene formule omogucuju jasniji uvid u razli¢ite probleme ve-
zane za ukamacivanje.

U radu su izvedene i neke dimenzionalno homogene formule za ekvivalentne
kamatne stope. Uz primjenu ekvivalentnih stopa sva tri obradena nacina obracuna
slozenih kamata vode do istih rezultata, $to znaci da im je i bit zajednicka: u mate-
matickom smislu eksponencijalna funkcija vremena trajanja ukamacdivanja. Razli-
ka izmedu njih prije svega proizlazi iz nacina mjerenja relativne promjene kapita-
la. Relacije izmedu ekvivalentnih stopa ne ovise o tome je li kapital kontinuirana ili
diskretna funkcija vremena, $to znaci da su u oba slucaja suvislo definirani i dekur-
zivno, i anticipativno, i trenuta¢no ukamacivanje.

Posljednja tvrdnja ima implikacije i Sire od kamatnog racuna. Brzina relativne
promjene nije niSta drugo nego moZzda pogodniji opisni naziv tzv. stope rasta. Pritom
obi¢no postoji ostra razlika u tome kakva se stopa rasta primjenjuje u kontinuira-
nim, a kakva u diskretnim modelima. Iz prethodnog proizlazi da je to pitanje pri-
kladnosti, obicaja ili necega treceg, ali ne i teoretska nuznost.
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Josip Stanicé: Application of Dimensional Analysis on Interest Rates

Summary

Calculation of interest is a field of finance that is relatively elementary and well
known, but in both theory and practice, on some issues very different views or interpre-
tations are still quite common. In such circumstances, there is a need to revalue same
basic equations of interest calculation where the use of dimensional analysis is essen-
tial.

Although in the literature about interest rates and interest calculation one can sel-
dom find any explicit mention of the dimensionality of interest rates, it can easily be
seen that basic equations used in this literature are not dimensionally homogeneous,
which means that they are not generally valid. That is why it is important in this field,
as in other fields of economics, to have dimensionally homogeneous equations, which
in turn means that these equations need to be derived again. This is the aim of this
paper. Ppriority is given to the basic issues because a complete and detailed approach
would exceed the scope of this paper.

In the first chapter some basic concepts of dimensional analysis used in the paper
are explained. In the second chapter we show, in accordance with economic theory and
tradition, that the dimension of interest rate is reciprocal to time. In the third chapter
we explain the consequences of these facts on equations of simple interest. Simple inter-
est is not fully consistent with the time value of money and so compound interest is
especially explained in the fourth chapter. From the general properties of compounding,
equations for decursive and anticipated interest are derived and Buckingham’s

603



J. STANIC: Primjena dimenzionalne analize na kamatne stope
Financijska teorija i praksa 25 (4) str. 567-604 (2001.)

Theorem is applied to interest calculation. The definition of equivalent interest rates
was used to derive the equations to show some problems of interest calculation such as
the use of relative and conform rate or equivalent decursive and anticipative rate. By
the use of equivalent rates instantaneous compounding was consistently derived.

Key words: dimensional analysis, interest rates, simple interest, compound interest,
equivalent rates
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