Gottlob Frege

Sto je funkcija?
(Jubilarni spis za L. Boltzmanna, 1904, str. 656-666)

Koje znacenje rije¢ funkcija”l ima u analizi, jo$ nije rijeSeno svake dvojbe, premda je veé
dugo u ucestaloj upotrebi. U objasnjenjima nalazimo dva izraza koji se uvijek ponavljaju, djelomice
povezani a djelomice pojedinacno; to su racunski izraz i varijablad. Tako®er primjecujemo neodlu¢nu
upotrebu u jeziku, jer se funkcijom naziva ¢as ono $to odreduje vrstu zavisnosti ili ¢ak vrsta same
zavisnosti, a ¢as zavisna varijabla*.

U novije vrijeme prevladava u definicijama rije¢ “varijabla*”. Ali sdma je ova rije€ vrlo
nedostatna za objasnjenje. Svaka promjena zbiva se u vremenu. Prema tome, analiza bi se, time §to
ukljuCuje varijablu* u svoje razmatranje, morala pozabaviti vremenitim dogadanjem. No ona nema
niSta s vremenom, jer to $to moze biti primijenjena na dogadanje u vremenu ne mijenja nista na stvari.
Postoje takoder primjene analize u geometriji, pri ¢emu se vrijeme ne uzima u obzir. Ovo je glavna
poteSkoc¢a na koju uvijek nanovo nailazimo kad zelimo nesto temeljito ispitati uz pomo¢ primjera. Jer
¢im pokudamo navesti jednu varijablu*, susrest éemo se s necim Sto se mijenja u vremenu i ne
pripada dakle €istoj analizi. A ipak, ako su varijable* uopcée predmet analize, mora biti moguce pokazati
varijablu* koja sa sobom ne nosi nista tude aritmetici.

U promjeni leZi jedna nova poteSkocéa kada pitamo Sto se mijenja. Kao odgovor se prije svega
dobiva: mijenja se veli€ina. PotraZimo primjer! Neki Stap moZemo nazvati veli¢inom utoliko 5to je
dugacdak. Svaka promjena Stapa s obzirom na njegovu duZinu, koja moze biti prouzro&ena npr.
zagrijavanjem, dogada se u vremenu, a niti Stapovi niti duZine nisu predmeti Ciste analize. Poku$aj da
se u analizi pokaze promjenjiva veli€ina ne uspijeva, a isto tako moraju propasti i mnogi drugi, jer
veli¢ine duZine, veli€ine povrsine, veli¢ine kuta, a niti veli¢ine mase nisu predmeti aritmetike. Prije svih
veli€ina pripadaju joj sami brojevi. A upravo zato $to se ova znanost dade razlikovati po mjerenjima €ije

veli¢ine u pojedinim slu€ajevima postaju brojevi, moguca je njena najrazli€itija primjena. Mi dakle

lovo razmatranje treba biti ograni¢eno na funkcije s jednim jedinim argumentom.
a Frege ovdje koristi izraz die Verédnderliche, promjenjiva, a ne die Variable, varijabla, $to takoder

prevodim kao varijabla jer je to kod nas ustaljeno, no svako takvo mjesto bit ¢e nazna¢eno zvjezdicom.



pitamo: da li su varijable* u analizi promjenijivi brojevi? Sto bi drugo trebale biti ako uopée trebaju
pripasti analizi? Ali otkud onda to da se gotovo nikad ne kaze “promjenjivi broj”, dok se ¢esto nasuprot
tome kaze “promijenijiva veli¢ina”? Potoniji izraz zvudi prihvatljivije jer nam ovdje iskrsava dvojba:
postoje li promjenijivi brojevi? Ne zadrzava li svaki broj svoje nepromjenjivo svojstvo? Kaze se doduse
da su 3 i~ posve jasno nepromjenjivi brojevi, konstante, ali postoje ipak i promjenijivi brojevi. Ako
primjerice kazem “broj koji oznacuje duzinu ovog Stapa u milimetrima”, imenujem jedan broj, a on je
promjenjiv buduéi da Stap ne zadrzava istu duzinu. Dakle, s tim sam izrazom oznacio promjenijivi broj.
Usporedimo ovaj primjer sa sljede¢im! Ako kazem “kralj ove drzave”, oznaCujem jednog Covjeka. Prije
deset godina kralj ove drzave bio je starac, sada je kralj ove drzave mladi¢. Oznacio sam dakle ovim
izrazom jednog ¢ovjeka koji je bio starac, a sada je mladi¢. Ovdje mora biti neka greska. Izraz “kralj
ove drzave” bez vremenskog navoda ne ozna¢ava nikoga. Tek kad je pridodan navod o vremenu,
moze on nedvosmisleno oznadavati jednog ¢ovjeka i tada je ovaj vremenski navod nuzni sastavni dio
izraza; ako navedemo drugo vrijeme, dobivamo drugi izraz. Dakle, uopée nemamo isti subjekt izraza u
obje nase recenice. Isto tako, izraz “broj koji oznac€uje duzinu ovog Stapa u milimetrima” bez
vremenskog navoda ne oznacava nijedan broj. Ako je pridodan vremenski navod, time moze biti
oznacen neki broj, npr. 1000, ali je on tada nepromjenjiv. Pri drugom vremenskom navodu dobivamo
drugi izraz koji moZe oznaditi neki drugi broj, npr. 1001. Ako kaZzemo: “Prije pola sata je broj koji je u
milimetrima pokazivao duzinu ovog Stapa bio broj na trecu potenciju. Sada broj koji u milimetrima
navodi duzinu ovog Stapa nije broj na treéu potenciju”, onda uopée nemamo isti subjekt iskaza. Broj
1000 se nije povecao na 1001, nego je njime zamijenjen. lli je mozda broj 1000 isti kao broj 1001,
samo s drugim oblikom izraza? Ako se nesto promijeni, onda imamo jedno za drugim razli¢ita svojstva,
razli€ite prilike pri istom predmetu. Da nije isti, ne bismo uopcée imali subjekt o kojem bismo mogli izreci
promjenu. Stap se zagrijavanjem rasteZe. Kada to prode, on je opet isti. Ako se umjesto toga makne u
stranu i zamijeni nekim duzim, ne bi se moglo reéi da se rastegnuo. Covjek biva starijim, ali kada ga
usprkos tome ne bismo mogli prepoznati kao istog, ne bismo imali nista od toga §to moZzemo izraziti
starenje. Primijenimo to na broj! Sto ostaje isto kada se broj mijenja? Nista! Broj se prema tome uopée
ne mijenja, jer mi nemamo nista o éemu bi izrazili promjenu. Broj na trecu potenciju nikada ne postaje
primbroj, a iracionalni nikad racionalni.

Nema dakle promjenjivih brojeva, a to je potvrdeno time §to nemamo vlastita imena za

promjenjive brojeve. Propao nam je poku$aj da izrazom “broj koji oznacuje duZinu ovog Stapa u



milimetrima” oznac¢imo promjenjivi broj. No ne oznacujemo li izrazima “x”, “y”, “z2” promjenjive brojeve?
Takav se nacin govora doista upotrebljava, ali ova slova nisu vlastita imena promjenijivih brojeva kao
§to su “2” i “3” vlastita imena za konstantne brojeve. Dok se broj 2 i broj 3 razlikuju na o€igledan nacin,
po ¢emu se razlikuju varijable* navodno oznacene sa “x” i “y"? To se ne moze rec¢i. Ne mozemo
navesti koja svojstva ima x, a koja od toga odstupajuéa svojstva ima y. Ako sa slovima uopée nesto
povezujemo, onda je to i kod jednog i kod drugog nejasna predodzba. Tamo gdje se prividno pojavljuju
razlike radi se o primjenama, ali o0 njima ovdje ne govorimo. Ne mozemo uhvatiti svaku varijablu* u
njezinoj posebnosti, ne moZemo im pridati vlastita imena.

Gospodin je Czuber nekoliko navedenih poteSkoc¢a pokusao izbje(':i.2 Da bi se rijeSio vremena,
objasnjava varijablu* kao neodredeni broj. Ali postoje li neodredeni brojevi? Mogu li se brojevi dijeliti na
odredene i neodredene? Postoje li neodredeni ljudi? Ne mora li svaki predmet biti odreden? Ipak, nije li

broj n neodreden? Broj n ja ne poznajem. “n” nije vlastito ime ikojeg broja, niti odredenog niti
neodredenog, a ipak se ponekad kaze “broj n”. Kako je to moguce? Takav se izraz mora promatrati u
vezi s drugima. Uzmimo primjer! “Ako je upravo n broj, onda je i cos n"=1 broj”. Ovdje samo cjelina ima
smisla, a ne pomoc¢ni dio niti dio koji slijedi. Pitanje da li je upravo n broj nema odgovora, isto kao ni da

li je cos nl1=1 broj. Pored toga, “n” mora biti vlastito ime jednog broja koji je tada nuzno odreden. PiSe
se slovo “n” kako bi se postigla cjelina. Pretpostavka je pritom da, ako ga se zamijeni vlastitim imenom
broja, pomocni dio kao i dio koji slijedi zadobivaju smisao.

Dakako, moZe se ovdje govoriti 0 neodredenosti, no “neodreden” nije pridjev uz “broj”, nego
mozda prilog uz “nagovijestiti”. Ne mozZe se reci da “n” oznaCava neodredeni broj, ali se moze reci da
brojeve neodredeno nagovjeSéuje. A tako je uvijek tamo gdje su u aritmetici upotrebljena slova, s
iznimkom nekoliko slu€ajeva (7, e, i) gdje slova nastupaju kao vlastita imena i ozna¢avaju odredene,
nepromjenjive brojeve. Dakle, ne postoje neodredeni brojevi i ovaj je pokuSaj gospodina Czubera
neuspio.

Drugi nedostatak kojem Zeli doskog€iti je taj Sto se nijedna varijabla* ne moze shvatiti kao
razlu€iva od ostalih. On imenuje cjelinu vrijednosti koje jedna varijablab moze poprimiti i kaZe:

“Varijabla x vrijedi kao definirana ukoliko za bilo koji realni broj koji se oznacuje moZze biti utvrdeno

pripada li on domeni ili ne.” Vrijedi kao definirana - no da li je uistinu tako? Kako ne postoje neodredeni

2Predavanje o diferencijalnom i integralnom racunu, Lepzig, Teubner, 1. §2.

b Frege ovdje, i dalje, koristi izraz die Variable - varijabla.



brojevi, nije moguce ni definirati neodredeni broj. Domena je postavljena kao odredujuca za varijablu.
Po tome bismo imali iste varijable pri istim domenama. U jednadzbi “y=x2” bi y dakle bio ista varijabla
kao x, ako je domena od x ona pozitivnih brojeva.

Ovaj se poku$aj mora smatrati propalim, a naro ito izraz “varijabla poprima vrijednost” koji je
posve nejasan. Varijabla bi trebala biti neodredeni broj. Kako dakle neodredeni broj postaje broj? Jer
vrijednost je oCigledno broj. Poprima li mozda neodredeni Covjek svojstva odredenog? Inace se doista
kaze kako predmet poprima svojstvo, no ovdje broj mora igrati obje uloge. Kao predmet postaje
varijabla ili promjenijiva veliina, a kao svojstvo nazvan je vrijedno3c¢u. Zbog toga se dakle daje
prednost rijeci “veli€ina” pred rijeCi “broj”, jer se time zavarava kako su promjenjiva veli¢ina i vrijednost
koju toboZe poprima u temelju isti, kako nema slu€aja gdje predmet poprima redom razli¢ita svojstva,
kako dakle o promjeni ni u kojem slu¢aju ne moze biti rijeci.

S obzirom na varijable* proizlazi sljedeée. Moze se priznati postojanje promjenjivih veli€ina, ali

one ne pripadaju &istoj analizi. Promjenijivi brojevi ne postoje. Rijec varijabla*” stoga u Cistoj analizi
nema opravdanja.

Kako uopée dospijevamo od varijable do funkcija? To se dogada uvijek na isti nacin i stoga
¢emo slijediti prikaz gospodina Czubera koji piSe u §3: “Ako je svakoj vrijednosti realne varijable x, koja
pripada svojoj domeni, pridruzen odreden broj y, onda je y definiran opcenito kao varijabla i nazvan
funkcijom realne varijable x. Ovo se stanje stvari izrazava jednadZbom oblika y=f(x).”

Ovdje najprije pada u oci kako je y nazvan odredenim brojem, dok bi ipak kao varijabla trebao
biti neodreden. y nije niti odredeni niti neodredeni broj, nego je znak “y” na pogredan nacin pridodan
mnogim brojevima, a poslije se ipak govori kao da je jedan jedini. Slu€aj bi se svakako jednostavnije i
jasnije prikazao ovako: svakom broju x-domene pridodan je jedan broj. Cjelinu tih brojeva nazivam y-
domena. Doduse, ovako imamo y-domenu, ali ne i y o kojem bi mogli reéi kako je funkcija realnih
varijabli x.

Razgrani¢enje domene se &ini nevaznim za pitanje o biti funkcije. Zasto ne bismo cjelinu
realnih brojeva i cjelinu kompleksnih skupa s realnim odmah prihvatili kao domenu? Bit stvari leZi
skrivena posve drugdje, naime u rijeci “pridruZzen”. Dakle, po ¢emu vidim da li je broj 5 pridruZen broju
47 Na to se pitanje ne moZe odgovoriti ukoliko ga nekako ne nadopunimo. A ipak se prema

Czuberovom tumaceniju &ini kako je za svaka dva broja bez daljnjega odredeno da li je prvi pridruzen

drugom ili ne. Gospodin Czuber sre€éom dodaje napomenu:



“O zakonu pridruzivanija, koji je u najopéenitijem smislu nagovijesten karakteristikom f, prije
spomenuta definicija ne govori nista. On moze biti ustanovljen na najrazli¢itiji nacin.”

Dakle, pridruzivanje se dogada prema zakonu, a zamislivi su razni takvi zakoni. Izraz “y je
funkcija od x“ nema smisla dok nije nadopunjen navodom zakona prema kojem se zbiva pridruzivanje.
To je pogreska u definiciji. | nije li zakon, s kojim tumacenje postupa kao s nepostoje¢im, upravo
glavna stvar? Primje¢ujemo kako je time promjenjivost izgubljena iz vida, dok je opcenitost stupila na
obzor jer je nagovijestena rijecju “zakon”.

Razlike izmedu zakona pridruzivanja povezane su s razlikama izmedu funkcija i ne mogu visSe
biti shva¢ene kao kvantitativne. Sjetimo se samo algebarskih funkcija, logaritamskih, elipti¢kih, te
¢emo se tako odmah uvjeriti kako se ovdje radi o kvalitativnim razlikama, §to je razlog visSe da se
funkcije ne tumace kao varijable*. Kad bi bile varijable*, tada bi i elipti¢ne funkcije bile elipticne
varijable”.

Takav zakon pridruzivanja opcenito izrazavamo jednako$c¢u na ¢ijoj lijevoj strani stoji slovo “y”,
dok se desno pojavljuje racunski izraz koji se sastoji od oznaka za brojeve, oznaka za racun i slova “x”,
kao npr.

“y=x2+3x”.

Funkciju se dakle definiralo kao takav raéunski izraz. U novije vrijeme takav se pojam drzi
preuskim. Tu bi se nevolju izbjeglo uvodenjem novih zakona u aritmeti€ki jezik znakova. TeZi je bio
jedan drugi prigovor, da raéunski izraz kao grupa znakova ne spada u aritmetiku. Formalnu teoriju,
koja za svoje predmete izdaje znakove, mogu smatrati konaéno uklonjenom mojom kritikom u drugom
svesku mojih Osnova aritmetike. Znak i ozna&eno nije uvijek ostro razlikovano, tako da se pod
radunskim izrazom (expressio analytica) razumjelo dijelom i njegovo znadéenje. Sto dakle oznaduje

“x2+3x"? Zapravo uopce nita, buduéi da ovdje slovo “x” samo nagovjeSéuje brojeve, a ne oznaduje.

Zamijenimo li “x” oznakom za broj, dobivamo izraz koji oznac€uje broj, dakle nista novo. Kao Sto “x”
sam nagovjescuje “x2+3x". To se dopusta kako bi se izrazila opcenitost, kao u re€enicama:
“x2+3x=x(x+3)”,
“ako je x>0, onda je x2+3x>0".

No gdje je ostala funkcija? Niti raCunski izraz s&m niti njegovo znacenje, &ini se, ne mogu se

smatrati funkcijom. A ipak nismo daleko od pravog puta. Svaki od izraza “sin 0”, “sin 17, “sin 2” znadi

jedan poseban broj, ali imamo zajednicki sastavni dio “sin” u kojem nalazimo ozna&enu pravu bit



sinusne funkcije. Ovaj “sin” odgovara onome “f* 0 kojem gospodin Czuber govori kako nagovjescéuje

zakon, a prijelaz od “f” k “sin” je sli¢an onome od “a” k “2”, prijelazu od jednog znaka koji nagovjescuje
k drugome koji oznacuje. To dakako nije u potpunosti to¢no. Zakon nam se &ini bolje izrazenim u
jednadzbi “y=sin x”, koje je znak “sin” samo jedan dio, svakako onaj koji obiljezava osobitost zakona. A
nemamo li ovdje to Sto trazimo - funkciju? Dakle, i “f” ¢e zapravo nagovjestavati funkciju. Sada
dolazimo do onoga po ¢emu se funkcije razlikuju od brojeva. Ovo “sin” treba naime nadopunu putem
znamenke, koja medutim ne spada u oznacavanje funkcije. Ovo vrijedi opcenito: oznaka funkcije je
nezasicena, treba nadopunu putem znamenke koju tada nazivamo argumentom. Vidimo to i kod
znakova za korijen i logaritam. Znakovi se funkcije ne mogu poput znamenke nalaziti sami na jednoj
strani jednadzbe, nego samo nadopunjeni znakovima koji oznad&uju broj ili ga nagovje$éuju. Sto dakle
znadi takva veza funkcijskog znaka i znamenke, kao “sin 17, “[11”, “|1”? Svaki put broj. Tako dobivamo
znak za broj koji je sastavljen od dva nejednaka dijela, buducéi da je nezasi¢eni dopunjen drugim.

Ova potreba za ispunjenjem moze se uciniti vidljivom praznim zagradama, npr. “sin( )" ili “(
)2+3-( )’. Premda je zapravo najstrucnije i najprikladnije da se znak za argument promatra kao dio
funkcijskog znaka, takvo ozna¢avanije ne nailazi na prijem3. U tu svrhu se jedno slovo moze i

promijeniti. Izaberimo za to takav (1, tako da su “sin [1” i 11243[7” znakovi funkcije. Moramo se pritom
pridrZavati toga da “[1” ima jedinu zadaéu da mjesta gdje treba nastupiti znak nadopunjavanja ucini
prepoznatljivima. Bit ée dobro ako se ovo slovo ne upotrebljava ni u koju drugu svrhu, dakle ne

umjesto “x” koji u nasim primjerima sluZi za izraze opcenitosti.
Nedostatak je u uobi€ajenom oznacavanju diferencijalnih kvocijenata Sto slovo “x”, kao Sto &ini
prepoznatljivim mjesta argumenta, isto tako sluZi i za izraze opéenitosti, kao u jednadzbi

X
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Otud proizlazi jedna teSkoéa. Prema opcéim temeljnim nacelima upotrebe slova u aritmetici

mozZe se pojaviti slu€aj da se za “x” umetne znamenka. No izraz

3ovo Je uostalom miSljeno za izuzetan slucaj, gdje se funkciju Zeli oznaciti potpuno izolirano. U “sin 2”

vec¢ sdm “sin” oznacduje funkciju.
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je nerazumljiv, jer funkcija nije prepoznatljiva. Mi ne znamo da li je to
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Time smo prisiljeni na spori nacin pisanja
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Najveci nedostatak je taj Sto je razumijevanje biti funkcije time oteZano.

Posebnost funkcijskih znakova, koju smo nazvali nezasi¢eno$c¢u, odgovara funkcijama samim.
| ove moZemo nazvati nezasi¢enima i oznaditi ih time u temelju razli¢itima od brojeva. To dakako nije
nikakva definicija, no ona ovdje nije ni moguéa4. Moram se od toga ograditi, slikovitim izrazom uputiti
na to Sto mislim, a pritom o€ekujem susretljivo razumijevanje Citaoca.

Ako je funkcija brojem nadopunjena do nekog drugog broja, onda potonjeg nazivamo
vrijednoSc¢u funkcije za svaki onaj prvi broj koji je argument. Uobicajilo se jednadZbu “y=f(x)” Citati: “y je
funkcija od x”. U tome su dvije pogreske: prvo, §to se znak jednakosti prevodi kopulom; drugo, Sto se
funkcija zamjenjuje sa svojom vrijedno$éu za argument. Na ovim pogreSkama pociva misljenje da je
funkcija broj, iako promjenijivi ili neodredeni. Vidjeli smo naprotiv kako takvi brojevi uopce ne postoje i

kako se funkcije u temelju razlikuju od brojeva.

4Definicija koju daje H. Hankel u svojim istraZivanjima o beskonacno Cesto oscilirajuéim i nestalnim
funkcijama (Sveucilisni program, Tiibingen 1870, §1) zbog svoje je pogredne cirkularnosti

neupotrebljiva, jer sadrZi izraz “f(x)” koji pretpostavija za svoje objasnjenje to Sto se definira.



Stremljenje kratkoéi uvelo je mnoge neto¢ne izraze u matematicki jezik, a ovi su povratno
djelujuci zamutili misli i izveli pogresne definicije. Matematika bi zapravo trebala biti uzor logi¢ke
jasnoce. U stvarnosti se u spisima mozda nijedne znanosti ne nalazi vise sumnijivih izraza, i poradi
toga viSe sumnijivih misli, nego u matemati¢kima. Nikada ne treba Zrtvovati logiCku to¢nost kratkoci
izraza. Stoga je od velike vaznosti da se stvori jedan matematicki jezik koji spaja najstrozu to¢nost i
mogucu kratko¢u. Za to bi najprikladnije bilo pojmovno pismo, cjelina pravila prema kojima bi se putem

napisanih ili otisnutih znakova neposredno moglo izraziti misli bez posredovanja glasova.



