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Aquidistant-, Eigen-Aquidistant- und

Selbst-Aquidistant-Kurven
in der euklidischen Ebene

Equidistant-, Own-Equidistant- and
Self-Equidistant-Curves in the Euclidean Plane

ABSTRACT

There are given two curves in the plane. We are looking
for the equidistant-curve of both in the following sense:
what is the geometric locus of the centers of the circles
that are tangent to both given curves? These points are
in the same distance from the two given curves. The own-
equidistant curve of a given curve is the locus of the cen-
ters of the circles that are twice tangent to the curve.
The self-equidistant curve of a given curve is the envelo-
pe curve of the circles that are tangent to the curve and
their centers lay on the curve too. The inverse problem is
inspected too, curves C; and Ce are given. Which is the
curve Cp so that Ce is the equidistant-curve of ¢; and cp?
About these curves few is known [3], [4], [5], perhaps be-
cause one needs for their calculation an efficient computer
algebra program. We have investigated only curves of po-
linomial equation with coefficients of integer numbers in
the Euclidean plane. We have used the computer program
Mathematica 5.2.
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Ekvidistantne, vlastito-ekvidistantne i svojstveno-
ekvidistantne krivulje u euklidskoj ravnini

SAZETAK

U ravnini su dane dvije krivulje. Trazimo krivulju koja je
od njih jednako udaljena u sljedecem smislu: sto je geo-
metrijsko mjesto sredista kruznica koje diraju obje dane
krivulje? Te tocke su jednako udaljene od dviju danih kri-
vulja. Vlastito-ekvidistantna krivulja dane krivulje je geo-
metrijsko mjesto sredista onih kruznica koje danu krivulju
dodiruju dva puta. Svojstveno-ekvidistantna krivulja da-
ne krivulje je anvelopa kruznica koje diraju danu krivulju,
a njihova sredista takoder leze na toj krivulji. Takoder se
proucava i obrnuti problem, dane su krivulje ¢; i Ce. Koja
je krivulja ¢y tako da je Ce ekvidistantna krivulja za ¢ i
C2? O ovim krivuljama se malo zna, npr. [3], [4], [5], moz-
da zbog toga sto njihovo izracunavanje zahtijeva efikasni
algebarski program. Proucavali smo samo krivulje €ije su
jednadzbe polinomi sa cjelobrojnim koeficijentima u eu-
klidskoj ravnini. Koristili smo program Mathematica 5.2.

Kljucne rijeci: ekvidistantna krivulja

1 Aguidistant-Kurven d. Wir kénnen die Funktioi® einer KurveC wie folgt be-

stimmen. Wenn die Kurv€ nur aus dem PunlR(x,y) be-
Zwischen zwei Staaten gibt es einen See. Wir suchen diesteht, dann gilt:
Grenzlinie durch den See, die von beiden Ufern die gleiche ) s 0
Entfernung besitzt. Im allgemeinen, seien zwei ebene Kur- G(X0,Y0,d) = (X—X0)=+ (Y —Yo)= —d“=0.
ven gegeben. Wir suchen den geometrischen Ort der Mit-
telpunkte der Kreise, die zu beiden Kurven tangent sind.
Diese Kurve ist die Aquidistant-Kurve der beiden anderen,
weil deren Punkte gleich weit von den beiden entfernt sind.

Sei das Polynork (x,y) = 0 mit ganzzahligen Koeffizien-
ten die Gleichung der Kurv@. Die Gleichung des Kreises
um den Punktxo,Yo) ist: (X — X0)? + (Y — Yo)?> — d? = 0.
Wenn wir aus diesen beiden Gleichungeglimieren, er-
Sei G(xo,Yo0,d) die Distanz-Funktion einer Kurve, dass halten wir eine Gleichunbl(x, Xo,Yyo,d) = 0 . Der entspre-
heisstG(xo,Yyo,d) = 0, wenn der Punkfxo,Yo) von der  chende Mathematica Befehl ist:

Kurve in einer Distanz vou liegt. G(Xp, Yo, d) ist eigent-

lich die Gleichung der Parallelkurve der Kurve mit Distanz H = ResultantF (x,y), (X — Xo)? + (Y — Yo)* — d2,y].
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2. Die Aquidistant-Kurve der Lemniskate und des Null-
¢ punktes ist eine Hyperbel, vgl. Abb. 3.
(X0, Yo)

Abbildung 1 B[O <

Weil der Kreis tangent zur Kurv€ ist (Abb. 1), und der
tangente Punkt als doppelter Schnittpunkt gilt,Xstine
doppelte Wurzel der Gleichurtg = 0. Daraus folgt, dass
x auch eine Wurzel der Gleichura /dd = O ist. Wenn
aus diesen beiden Gleichungesliminiert wird, erhalten Abbildung 3
wir die Distanz-Funktion der Kurv€. Wenn zum Beispiel

C eine Parabel ist, dann:

v 2 3. Die Aquidistant-Kurve der Konchoidé? + y?)(y —
F(X’ y) - y Xt = 0 2 2 .

B 5 5 2 42 1) = y*= und des Nullpunktes besteht aus zwei Kur-
H = (X=X0)"+ (X —y0)" — ven. Diese sind die Parallelkurven der Parabel (ggk)
G(Xo, Yo,d) = —1/2x2 4 1/2 mit Abstand+1/2. lhre Gleichung lautet:
16(c? — 33 +Y0)3 — (@ —Yo)2(1+4yo)2 + 8d4 (1~ 10yo—2y3) 16+ A (11 16y -+ 4y%) + X2(—1 — 60y + 24y% + 64y%) +
(14 4y0) (1— 1290 + 83+ 4@(5-+ 2y0)) = O YOy =(1+8)7 =0, vgl. Abb. 4.
fur alle Punkte(xo, yo) der Ebene.

SeienCy, C; zwei Kurven undG;, G, ihre Distanz-

Funktion. Wenn wir aus den letztereheliminieren, er- 1

halten wir die Gleichung der zG; und C, gehérenden

Aquidistant-Kurve. Es ist trivial, dass: 0
- die Aquidistant-Kurve von zwei Punkten die Stre- a

ckenhalbierende ist;

- die Aquidistant-Kurve einer Linie und eines Punk-
tes, der nicht auf der Linie liegt eine Parabel ist;

- die Aquidistant-Kurve eines schneidenden Geraden- Abbildung 4
paares die Winkelhalbierende ist;

- die Aguidistant-Kurven von zwei Kreisen Kegel-
schnitte sind.

4. Die Aquidistant-Kurve des Zweiblattes? + (y +
1/2)2)2 = 4(y + 1/2)x*> und seines Knotenpunktes
Bei den folgenden Bildern sind die Grundkurve@,( (0, —1/2) hat eine dreifache Symmetrie, ihre Gleichung
Cz oderCy, Pr) griin, die Aquidistant-Kurven rot, die st 16(x2 +y2)2 1 24¢%(3 + 8y) + 8y2(9 — 8y) — 27 = 0, vgl.
Tangerj.t-Kreise blau. Der Einfachheit halber sind die tri- ppp 5.

vialen Aquidistant-Punkte an den Achsen weggelassen.

1. Die Aquidistant-Kurve der Kardioide und des Nullpunk-

tes ist ein Kreis, vgl. Abb. 2. s
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Abbildung 2 Abbildung 5
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5. Die Aquidistant-Kurve der Ellipse + 4y? = 4 und der
Linie y = —1 hat die Gleichung® + x*(—10+ 8y + 14y?) +
x2(9—132%—194y? —68y> +y*) +108y— 72y° +32y* — 4y® =0,
vgl. Abb. 6.
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Abbildung 6

2 Eigen-Aquidistant-Kurven

Die Eigen-Aquidistant-Kurve einer gegebenen Ku@e
ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der Kreise, die
zweimal zuC tangent sind. Sel5(x,y,d) die Distanz-
Funktion der KurveC. Wenn fir einen PunkP(x,y) d
doppelte Wurzel vorG ist, dann ist der Kreis un® mit
Radiusd zweimal tangent zC, das heisst? ist ein Punkt
der Eigen-Aquidistant-Kurve. Werthdie zweifache Wur-
zel vonGist, dann isd auch eine Wurzel vodH /od = 0.
Wenn wird aus den beiden Gleichungen eliminieren, er-
halten wir die Gleichung der Eigen-Aquidistant-Kurve.
Der entsprechende Mathematica Befehl ist:

Q= ReSUItanFG(Xa Y, d)a D[G(Xa Y, d)a d]7d]

Die FunktionQ(x,y) besteht meistens aus mehreren Fak-
toren, relevant sind der von der Eigen-Aquidistant-Kurve
und der von der Evolute. Die Evolute kann auch als
degenerierte Eigen-Aquidistant-Kurve betrachtet werden

weil der Beruhrungspunkt des Krimmungskreises doppelt
zahlt.

1. Es ist bekannt, dass die Eigen-Aquidistant-Kurve der
Strophoidex?(1+y) = y?(1—y) die Parabely = 1/4x?,
sowie eine Halbgerade ist. Der Puriktist das Zentrum
der maximalen Krummung, vgl. Abb. 7.

Abbildung 7

2. Die Eigen-Aquidistant-Kurve der Agnesi-Kuryg¢l +
x?) = 1. Auf dem oben gezeigten Weg erhalten wir die im-
plizite Gleichung der Evolute

116648 + x8(48931— 276y — 151682 + 7024/ + 96y* —
1536/° +1024/%) — 12x*(—6687+ 2036 %+ 37182 — 1908/° —
106y +524y° — 276/ — 44y" + 36y8) — 24x?(— 17253+ 7830+
216072 — 13230 + 5393/ 4 600y° — 1424/° + 768/ + 64y°) +
16(—1+2y)3(27+8y%)2 =0,

und der Eigen-Aquidistant-Kurve

104857610 + 16x8(225333 — 208414 — 862732 —
389137 + 81924) + 16x6(288225— 704106 + 21501G° +
2217687 + 71873 + 66016° — 161932 — 384" + 256,%) —
8x*(—257337 + 146286Q — 2120256° + 1203336° —
1103944 + 151968° + 2144005 + 3264G7 — 1868858 —
512° + 1024/10) + 8x?(—52488 — 40022y + 1293975 —
190026@° + 2035854 — 1343413° + 9010848 — 3777137 +
2028892 — 27200° — 2688/10 4 1280/ + 512¢'2) — (5 4y +
4y?)2(27+8y°)% = 0.

Die gelbe Kurve ist die Evolute, die Punkte P sind ihre
Spitzen. Die rote Kurve ist die Eigen-Aquidistant-Kurve,
aber nur die Punkte von den beiden Punkten P nach oben
sind aquidistant, vgl. Abb. 8.

-2 0 2

Abbildung 8

3. Nehmen wir die Lissajous-Kurwe= cog, y = sin2.

Ihre implicite Gleichung lautel® = 4x?(1— x?). Die gelbe
Kurve ist die Evolute, vgl. Abb. 9. Triviale Aquidistant-
Punkte sind digi-Achse und die Strecke-3,3) auf der
x-Achse. Uberraschenderweise gibt es eine sternférmige
Kurve in der Mitte. Die Punkte ausserhalb von den Punkten
P sind keine Eigen-Aquidistant-Punkte. Die PunRtsind

die Zentren der maximalen Krimmungen. Die Gleichung
der roten Kurve ist-6871947673¢%+ < < 56 Terme>>
+42845606719488% =0, vgl. Abb. 10.
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Abbildung 10

4. Die Eigen-Aquidistant-Kurve der einfachen Lamesche-

Kurve y* + x* = 1 bildet eine schone sternférmige Kur-
ve. Ihre Gleichung lautet 10737418% + y88)+ <<
527 Terme>>= 0, vgl.Abb. 11.
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Abbildung 11

5. Nehmen wir noch die Lissajous-Kurve:= sin2 +
1/4cos3, y = —cos2 — 1/4sin3. |hre Eigen-
Aquidistant-Kurve sieht noch dekorativer aus, die ent-
sprechende Gleichung ist 78382+ << 568 Terme>>
+(246037500+ 19683062)y** = 0, vgl. Abb. 12.
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Abbildung 12

3 Selbst-Aquidistant-Kurven

Die Selbst-Aquidistant-Kurve einer Kun@ ist die Hiill-
kurve der Kreise, die tangent Zlisind und deren Mittel-
punkte auf der Kurv€ liegen. Sei F(x,y)=0 die Gleichung
der KurveC undG(xg, Yo,d) ihre Distanz-Funktion.

\
Abbildung 13

Die Gleichung des Kreises K igk— Xo)? + (y — Yo)? = d?
wobei F(xo,Yo) = 0. Diese zwei Gleichungen definieren
eine Kreisschar. Ihre Hullkurve erhalten wir so:

- zuerst eliminieren wid aus K und G, wir erhalten
H (XY, %o, Y0);
- dann eliminieren wirxg ausH und F, wir erhalten
J(X,Y,Y0);
- schliesslich eliminieren wiyp ausJ undaJ/dyo.
1. Die Selbst-Aquidistant-Kurve der Paralyet x? hat die
folgende Gleichung*(1+ 2y) + 2x?(1+y)(~5— 10y +y?) —
2(1+2y+3y?)?2 =0, vgl. Abb. 14.

SE
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Abbildung 14
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2. Zu der Elipse (x/2)2 +y> = 1 gehérende
Selbst-Aquidistant-Kurve hat die folgende Gleichung
196y10 + y8(—6132+ 953¢2) + 4y6(9738— 7179 + 463*) +
2y*(139212+ 1097192 — 24354 + 899¢C) 4 4y?(—424683—
1761752 + 8601+ — 89496 + 218¢8) + (36 + x?)(441 —
138¢ +13¢*)2 =0, vgl. Abb. 15.

4
2
of G
0 _/ -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
B % Abbildung 17
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I 4 Inverse und offene Probleme
Abbildung 15 Gegeben sind zwei KurveZy undCe. Wir suchen die Kur-

veC,, dasLC, die Aquidistant-Kurve voi€; undC; ist. C,
ist einfach die Hullkurve der Kreise, die tangentzusind,
und ihre Mittelpunkte au€e liegen.

3. Die Selbst-Aquidistant-Kurve der Hyperbel — y> =

. o 5 . B
1 hat die folgende Gleichund6y® + 16,3(7 + 3:2) + 1. SeiC; die Linie derx-Achse undCe der Kreisx? +y2 = 1.

8Y6(—31 — B2 + 4x%) — By (—42 + 1592 + 44K + 4E) — Die Gleichung der obigen Kreise lautet:

y2(207+ 8x2(—100— 159 + 8¢ + 68)) + (9—x2) 3+ 42(1+  (X—X0)*+(Y—Y0)?—Y¥5=0.  (EK)

x?))2 =0, vgl. Abb. 16. Ihre Mittelpunkte liegen au€e:
x%+ys—1=0. (EE)

Zuerst eliminieren wikg aus EK und EE:
R1 = ResultantEK, EE,xq],

dannyy ausoR1/dyo:

R2 = ResultaniR1, D[R1,yo], Yol

Wir erhalten so die Gleichung der Kur@, sie ist die Ne-
phroide 4x% 4+ y? — 1)3 = 272, vgl. Abb. 18.

2
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Abbildung 16 oG \%

-1
4. Die Gleichung der Selbst-Aquidistant-Kurve der Stro- -2
phoide ist 430+ << 248 Terme>> +4y3° =0, vgl. Abb. hete0s 008 L s 2
17. Abbildung 18
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2. SeiC; die Konchoide(x3 + y3)(yo — 1) = y3 und Ce viele Kurven, deren Eigen-Aquidistant-Kurve auch einen
der PunktPy(0,1). Wir suchen die Hullkurve der Kreise Parabel-Bogen besitzt. Nehmen wir die folgende Kurve
(Xx—X0)?+ (Y —Y0)? = X5+ (Yo — 1). Eliminierendxo, Yo, dritten Grades (griin)y8 + 8y(x> — 1) + (2x— 1)2 = 0.
erhalten wir: Wie die blauen Kreise zeigen, sind die Punkte der Parabel
W0 4 XB(7 — 12y + 5y2) + 28(297 — 104y + 422 — 247 + y = x2 aquidistant, vgl. Abb. 20.

5y*) + 24 (—61— 492y + 7832 — 304y° 4 105/* — 36y° 4 5y°) +

X2(—1+Y)3(355+ 345/ — 2422 + 823 — 33y* 4+ 5y°) + (—3+ 2
y)(-1+y)°=0
Die Konchoide ist die Aquidistant-Kurve der gelben Kurve '
und des PunkteR;, vgl. Abb. 19. 1
0.5
3 0
2 /%Q\ 0.5
\J\E
G -1
1 Py
0 \\(R Q/ 1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
1:/ Abbildung 20

4. Die Frage der Anti-Selbst-Aquidistant-Kurve bleibt
offen. Z.B. welche Kurve hat die Parabel als Selbst-
Aquidistant-Kurve? Gibt es Kurve@;,C, so, das€, die

3. Wie wir schon gesehen haben, ist die Parabel die Eigen-Selbst-Aquidistant-Kurve voi€; ist und C; die Selbst-
Aquidistant-Kurve der Strophoide. Es gibt aber undendlich Aquidistant-Kurve vorc, ist?

Abbildung 19

Literatur [5] ScHMIDT, H., Ausgewahlte hGhere Kurvewiesba-

. . den, 1949.
[1] po CArRMO, M., Differential Geometry of Curves

and SurfacesPrentice Hall, 1976.

[2] GRAY, A., DifferentialgeometrieSpektrum, 1994. Tibor Désa

[3] DINGELDEY, H., Die einfachsten Metridistanten Pi Software

Radebeul, 1914. Simon 3, 8300 Tapolca, Hungary

[4] LoRrIA, G.,Spezielle algebraische und transscenden-  e_mail: dosa.tibor@t-online.de
te ebene KurveTeubner, Leipzig 1902., Seite: 711

46



