m Hrvatski matematiCki elektronski Casopis math.e

m Broj 8

http.//web.math.hr/mathe/

Wangove plocCice

Martina Balagovié
Sadrzaj:

0. Uvod

1. Crtanje pomocu Wangovih plocica

2. Racunanje pomocu Wangovih plocica

3. Neodlucivost problema poplocavanja

4. Jedan aperiodican skup Wangovih plocica
Literatura

0. Uvod

Wangove plocice su kvadrati kojima su rubovi obiljezeni bojom. Mozemo ih slagati jednu do druge, ali
samo ako su im oznake na dodirnim rubovima odgovarajuce - kao u nekad popularnoj igrici Tetravex. U
toj su igrici rubovi, umjesto bojama, oznaceni brojevima:

Kao i u toj igrici, dan nam je skup plocica koje smijemo koristiti i plofice ne mozemo okretati, ve¢ samo
pomicati. Za razliku od igrice, ne pokuSavamo poplocati neki veci kvadrat, nego cijelu ravninu. Svaku
plocicu smijemo koristiti onoliko puta koliko Zelimo - plo€ica nije "potroSena" kad smo je jednom
upotrijebili.

Kineski matematicar Hao Wang je plocice, kasnije nazvane po njemu, prvi put po¢eo promatrati u
kontekstu pitanja odlucivosti poplocavanja ravnine. Pitao se postoji li algoritam koji u konacno mnogo
koraka za dani skup ploc¢ica odreduje je li moguce njima poplocati ravninu. Pokazalo se da odgovor na to
pitanje ovisi o tome postoje li aperiodicni skupovi plocica.

Definiciju poploc¢avanja ravnine i viSe o razli¢itim pravilnim poplocavanjima mozZete procitati u
prethodnom broju Math.e, u ¢lanku [KR]. Ovdje ¢emo se baviti pitanjem je li neko poplocavanje
periodi¢no ili nije. Za poplo¢avanje ravnine (bilo kakvim skupom plocica, ne nuzno Wangovim
plo¢icama) kazemo da je periodicno ako se neki njegov komad stalno ponavlja - to¢nije, ako postoje dva
nekolinearna vektora takva da translacije za te vektore prevode poplo¢avanje u njega samog. Sva
poplo¢avanja u ¢lanku [KR] bila su periodicna.

Ako se radi o poplo¢avanju Wangovim ploc¢icama, dakle kvadratima, periodi¢nost znaci da postoje
prirodni brojevi n i m takvi da se vodoravno uzorak ponavlja svakih n plocica, a vertikalno svakih m
plocica (dakle, da se stalno ponavlja jedan n xm pravokutnik). Ako ne postoje takve translacije,
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poplocavanje se naziva neperiodicnim.

Postoje skupovi plocica kojima se ravnina moze poplocati samo periodicno. Takav je, na primjer, skup od
samo jedne Wangove plocice kojoj su svi rubovi obojeni jednako:

Takoder, jasno je da postoje skupovi plocica kojima se ravnina moZze poplocati periodi¢no ili
neperiodi¢no. Takav je, na primjer, kvadrat: jedno periodi¢no poploc¢avanje vidimo gore, a neperiodi¢no
poplocavanje dobijemo tako da svaki redak malo pomaknemo, pazeci pritom da se pomaci ne ponavljaju
periodi¢no:

Medutim, pitanje postoji li skup plocica kojima se ravnina moze poplocati, ali samo neperiodi¢no, nije
tako lako. Takav skup plocica zovemo aperiodicnim.

Wangu je za odgovor na pitanje o postojanju algoritma koji ispituje moze li se zadanim skupom plocica
poplocati ravnina trebao odgovor na drugo pitanje: "Postoji li aperiodi¢an skup plocica?". Naime,
pronasao je algoritam za Wangove plocice, ali za aperiodi¢ne skupove Wangovih plocica algoritam se
nikada ne bi zaustavio. Budu¢i da dotada (1961.) nije bio poznat nijedan aperiodi¢an skup plocica, ¢inilo
se prirodnim postaviti Wangovu slutnju:

Ne postoji aperiodican skup plocica.

Robert Berger je 1966. u svojoj doktorskoj disertaciji opovrgnuo Wangovu slutnju. On je povezao
Wangove plocice s Turingovim strojevima. Turingov stroj je model racunala koji se sastoji od
beskonacne trake, podijeljene na polja, na kojoj su zapisani ulazni podaci i ¢itaca koji se u svakom
trenutku nalazi na jednom od polja. Cita¢ moze biti u nekom od kona¢no mnogo stanja i, ovisno o stanju
u kojem je 1 podatku koji ocita s polja nad kojim se nalazi, on briSe podatak na polju, upisuje novi,
prebacuje se u neko drugo stanje i pomice se jedno polje ulijevo ili udesno. Neka stanja stroja su zavrsna -
kad dobije uputu da se prebaci u to stanje, stroj staje i u tom su trenutku na traci zapisani izlazni podaci.

Berger je pokazao da se svaki Turingov stroj moze implementirati pomoc¢u skupa Wangovih plocica:
stanje trake na pocetku, kad su na njoj ulazni podaci, kodira se pomocu Wangovih plocica u jedan red.
Nakon toga oznake na rubovima plocica pomocu kojih pokusavamo sastaviti drugi red (oznake na
rubovima se moraju poklapati!) diktiraju to¢no kako drugi red mora izgledati i tako dalje. Svaki sljedeci
red tako kodira izgled trake Turingovog stroja nakon sljedeceg koraka. Na kraju, u zadnjem redu tog
poplocavanja dobivamo izgled trake Turingovog stroja s izlaznim podacima. Ako se bas Zeli poplocati
cijela ravnina, moze se u skup dodati jedna plo€ica bez informacija i njome popuniti sva neiskoriStena
polja. Primjer takve implementacije mozete vidjeti na donjoj slici, na kojoj je implementiran jednostavan
Turingov stroj koji za ulaz n (ploc€ica s bijelim kvadratom u sredini) ra¢una n+2 (plocica s crnim
kvadratom u sredini). Stanja stroja kodirana su plavom, zelenom i ruzi¢astom bojom, a plocCice s Cetirima
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sivim rubovima ne nose nikakvu informaciju; tu su samo da poploce dio ravnine u kojem se ne odvija
racunanje.

Time je Berger pokazao da se pomo¢u Wangovih ploc¢ica moze racunati. Nesto vise o tome re¢i ¢emo u
2. poglavlju, u kojem ¢emo konstruirati nekoliko skupova plocica koji provode osnovne racune, npr.
zbrajaju ili mnoze dva broja. Ta Cinjenica koristi se i u zapletu Eganove SF price "Wangovi sagovi" [EG].
Medutim, osim §to je zanimljiva sama po sebi, mogucénost implementiranja Turingovih strojeva
Wangovim plo¢icama ima jo§ jednu posljedicu. Pokazuje se da je zbog nje pitanje odlucivosti
poplocavanja ravnine ("Postoji li algoritam koji za dani skup plocica odreduje je li mogucée njima
poplocati ravninu?") ekvivalentno pitanju odlucivosti zaustavljanja Turingovog stroja ("Postoji li
algoritam koji odreduje hoce li dani Turingov stroj stati nakon kona¢no mnogo koraka?"). Time je prvo
pitanje rijeSeno jer se 1966., kad je Berger napisao disertaciju, ve¢ znalo da je odgovor na drugo pitanje
"NE". Naime, iako je moguce prepoznati neke strojeve koji ne staju nakon kona¢no mnogo koraka, ne
postoji algoritam koji za svaki stroj odreduje hoce 1i ikada do¢i u zavrsno stanje.

Posljedica neodlucivosti problema poplocavanja ravnine Wangovim plo¢icama jest i postojanje
aperiodi¢nog skupa Wangovih plo¢ica. Mozemo li ga konstruirati? Originalni Bergerov dokaz samo je
posredno, preko veze s Turingovim strojevima, dokazivao postojanje takvog skupa plocica. Medutim, iz
tog dokaza i dokaza o neodlucivosti problema zaustavljanja, Berger je uspio pronaci skup od 20462
plo¢ice pomocu kojih se ravnina moze poplocati, ali samo neperiodi¢no. Taj broj plo¢ica kasnije je on
sam smanjio na 104, zatim su uslijedila smanjenja na 92 (Knuth), 52 (Robinson), 40 (Léuchi), 35
(Robinson), 34 (Penrose), 32 (Robinson), 24 (Robinson), 16 (Ammann), 14 (Kari) i 13 (Culik). Osim
toga, dokazano je da ne postoji aperiodican skup s manje od 4 plocice - time je prostor za poboljSanja
smanjen na skupove plocica veli¢ine izmedu 4 i 13. Na sljedecoj slici (preuzetoj iz [WI]) prikazan je
Culikov 13-¢lani, danas najmanji poznati aperiodi¢an skup Wangovih plo€ica. Detaljnije ¢emo ga opisati
u 4. poglaviju.

Danas se Wangove plocice i njithovo svojstvo aperiodi¢nosti koriste za generiranje velike povrSine neke
teksture koriStenjem malog broja pocetnih uzoraka, a da promatracu ne bude oc€ito da je uzorak dobiven
ponavljanjem manje slike. Pritom zbog uvjeta poklapanja oznaka na rubu uzorci glatko prelaze s plocice
na plocicu, tj. prirodno se nastavljaju i ne vide se spojevi ploCica. Neke primjere pokazat ¢emo u

1. poglavlju. Osim toga, sposobnost Wangovih plocica da implementiraju Turingove strojeve, koji su
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modeli ra¢unala, pokusava se iskoristiti za izgradnju pravih racunala, u kojima bi, kao u prici Wangovi
sagovi, slozene molekule (neke varijante DNA) i njihova biokemijska pravila slaganja implementirale
Wangove plocice i provodile racune. Prednost takvih racunala, ako ih se uspije realizirati, bila bi njihova
veli¢ina. Molekularno racunalo, koliko god velike te molekule bile, bitno je manje od svih danas izradivih
¢ipova. Do sada se pomoc¢u molekula DNA na taj nacin uspjela implementirati jedna matematicka
operacija, XOR (ekskluzivni ili) na dva bita. Vise o tome moZete proc€itati u [SE] 1 [W1].

1. Crtanje pomoc¢u Wangovih plocica

Zamislite da pokuSavate na racunalu izraditi sliku neke velike povrsine zadane teksture, npr. mahovinu,
polje tratinCica ili zvjezdano nebo. Nakon toga slika ¢e postati dio neke raCunalne igre i htjet ¢ete, recimo,
isprogramirati kako se tratin¢ice povijaju na vjetru, kako mahovina mijenja boju pri promjeni svjetla ili
kako se ispred zvijezda kre¢e svemirski brod. Dok to radite, prirodnom se ¢ini ideja da treba nekako
iskoristiti Cinjenicu $to su tratin€ice prilicno slicne. Promatra¢ koji ih vidi stotinu vjerojatno nece uociti
da se na slici neka pojavila dvaput. Stoga bi trebalo biti dovoljno nacrtati samo nekoliko razlicitih
tratin€ica i zatim ponavljanjem na neki nacin generirati sliku s mnogo njih.

Prva i osnovna ideja je napraviti jednu plocicu i periodicki je ponavljati. Medutim, ljudski mozak, koji
radi tako da trazi pravilnosti u svemu, vrlo brzo uocava takvo varanje. Ve¢ za mnogo jednostavniju sliku
zvjezdanog neba postaje o€ito Sto smo napravili (jednostavniju jer zvijezde ipak izgledaju sli¢nije nego
tratinCice, barem prostim okom):
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U ¢lanku [CO] Cohen, Shade, Hiller i Deussen opisali su metodu za rjeSavanje tog problema. Polaze¢i od
malog uzorka teksture, njihov algoritam stvara skup od 18 Wangovih plocica. Slike na tim plo¢icama
dobivene su pazljivim rezanjem danog uzorka i njegovim simetrijama da bi dobivene Wangove plocice
bile razli¢ite, a na rubovima imale slike koje se nastavljaju (lijeva polovica tratin¢ice na desnom rubu
plocice i1 desna polovica tratin¢ice na lijevom rubu susjedne plocice kao uvjet poklapanja koji zamjenjuje
uvjet jednako obojenih rubova originalnih Wangovih ploc¢ica). Osim toga, oni postavljaju i dodatne
uvjete, kojima se osigurava da se linije na kutovima plocica glatko nastavljaju. Ti "kutni uvjeti" mogli bi
se zamijeniti dodavanjem uvjeta za rubove ako zelimo biti sigurni da 1 dalje radimo s Wangovim
plo¢icama. Nakon toga algoritam dobivenim ploc¢icama neperiodi¢no poplo¢ava trazeni dio ravnine,
daju¢i sliku koja, iako je nastala od malog broja elemenata, nema ocitih ponavljanja. Sljedeca slika
nastala je primjenom takvog algoritma na isti mali uzorak zvjezdanog neba prikazan na prethodnoj slici:
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Nema ocitih ponavljanja i slika djeluje mnogo prirodnije od one nastale periodi¢kim ponavljanjem, iako
su obje nastale od istog malenog pocetnog uzorka.

Na web-stranici [BU] moZete pronaci program koji implementira te ideje. U dani program, nakon
instalacije, moZete ucitati svoju polaznu sliku i nakon toga vidjeti kako bi izgledale Wangove plo€ice

sloZene od te slike i poplo¢avanje njima. Gornje slike zvijezda nastale su upotrebom tog programa, a evo i
slika tratin€ica preuzetih iz ¢lanka [CO]:
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Za potrebe izrade slika i grafike isti autori razvili su generalizaciju Wangovih plo¢ica, Wangove kocke,
kojima je moguce neperiodicno popuniti prostor (ako npr. zelite da se svemirski brod kre¢e medu
zvijezdama, a ne ispred njih).

2. Racunanje pomo¢u Wangovih plo€ica

Kao $to je ve¢ spomenuto, pomocu Wangovih plo€ica moze se implementirati Turingov stroj. Na pocetku
se ulazni podaci postave u jedan red, a zatim se ravnina poplocava red po red. Svaki sljedeci red kodira
stanje trake nakon jednog koraka Turingovog stroja. Turingovi strojevi jedan su od osnovnih modela
racunala, koji jako dobro opisuju ono §to Zzelimo zvati "strojem za racunanje”. Jedna od definicija u
teorijskom racCunarstvu glasi otprilike: problem je algoritamski rjesiv ako se moze rijesiti Turingovim
strojem. Drugim rije¢ima, sve $to se uopée moze izracunati moze se izra¢unati Turingovim strojem, pa
stoga i Wangovim ploc¢icama.

Ovdje ¢emo pokazati nekoliko primjera raCunanja pomoc¢u Wangovih plocica. Ovdje opisani nacini nisu
doslovne implementacije Turingovih strojeva jer ne provode rac¢un "iz reda u red", popunjavajuci jedan
red ravnine za drugim kako se mijenja traka Turingovog stroja, nego nesto pojednostavljene verzije.
Medutim, osnovne postavke ostaju iste - na odredeno mjesto ravnine upisuju se ulazni podaci, a zatim se
unaprijed zadane Wangove plocice slazu na jedini mogu¢i nacin da bi se na kraju plocica koja kodira
rjeSenje pojavila na to¢no odredenom mjestu ravnine.

Primjer 2.1. Skup plocCica koji zbraja dva prirodna broja a i b.

Racun ¢emo provesti poplocavanjem Cetvrtine ravnine, to¢nije prvog kvadranta. Pritom formalno
mozemo re¢i da poplo€avamo cijelu ravninu, a ostala tri kvadranta popuniti plo¢icama koje ne nose
nikakvu informaciju. Kao $to je vidljivo na donjoj slici, redovi i stupci ¢e nam predstavljati prirodne
brojeve, ukljucujuéi i nulu. Ulazne podatke a 1 b unijet ¢emo tako da na mjesta (0,a) i (b,0) stavimo
posebne plocice. Na donjoj slici vidimo ulazne podatke za poploCavanje koje ¢e zbrajati a=2 1 b=4.

Racunanje ¢emo provesti pomocu sljede¢eg skupa plocica:

Prve dvije ploc€ice iz prvog reda ve¢ smo postavili - one su ulazni podaci. Da bismo ih lakse razlikovali od
ostalih plocica u zavr$noj slici, obiljezene su dodatno bijelim kvadratom u sredini i njih ne smijemo
koristiti za poplo¢avanje nakon §to unesemo ulazne podatke. U gornjem rac¢unu postavljene su na mjesta
(4,0)1(0,2), tj. zelimo izracunati zbroj 2 + 4. Treca plocica iz prvog reda, oznacena crnim kvadratom u
sredini, oznacava konacan rezultat - sumu tih brojeva. PloCice iz drugog reda koristimo za raCunanje, a
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Cetiri plocice u zadnjem redu ne nose nikakve informacije - one samo popunjavaju prazna mjesta u prvom
kvadrantu (narancaste uz rub kvadranta, sive na ostalim mjestima).

PokusSajmo sada tim plo¢icama poplocati kvadrant na slici iznad. Ako je ovo stvarno stroj za ra¢unanje,
trebao bi postojati samo jedan nacin da to napravimo.

Prvo uoc¢imo da desno od plocice na mjestu (0,2) mozemo staviti samo neku plocicu koja ima lijevi rub
obojen zeleno - dakle, drugu ili tre¢u plocicu iz drugog reda. Ako stavimo tre¢u plocicu, ispod nje mora
do¢i ploc€ica sa zeleno obojenim gornjim rubom, a takva je samo prva plo€ica u drugom redu (pocetne
plocice viSe ne smijemo koristiti!) . Buduc¢i da je njezin donji rub takoder zelen, ispod nje bismo opet
morali staviti jednu takvu. Tako bismo nastavili do donjeg ruba kvadranta, koji je narancast, i tu ne bismo
mogli pronaci plocicu koja se uklapa. Dakle, mjesta (1,2), (2,2) itd. popunjavamo samo plo¢icom sa
zelenim lijevim 1 desnim rubom. To je "prenosenje signala" zelenom bojom udesno.

Istom logikom zaklju¢ujemo da na mjesta iznad polja (4,0) smiju do¢i samo plocice sa zelenim gornjim i
donjim rubom - "Saljemo signal" od ulaznog podatka prema gore. Tako nastavljamo sve dok se ta dva
signala ne sretnu na polju (4,2), koje sada moramo popuniti plo¢icom sa zelenim donjim i lijevim rubom.
Slika sada izgleda ovako:

Plavi desni rub sada Salje novi "signal", prisiljavaju¢i nas da naizmjeni¢no stavljamo Cetvrtu i petu
plocicu iz drugog reda sve dok ne dodemo do donje granice kvadranta, kad moramo staviti zavrSnu
plocicu za rezultat. Konac¢na slika izgleda ovako:

Zavr$na plocica, koja oznacava izlaz racuna, nalazi se na mjestu (6,0), Sto znaci da je 2 + 4 = 6. Uocite da
bi taj skup plocica na isti nacin za bilo koji ulaz a > 1, b > 1 dao izlaz a + b. Dakle, radi se zaista o skupu
plocica za zbrajanje dvaju prirodnih brojeva. Da bi poplo€avanje bilo potpuno, treba jo§ popuniti
preostala bijela polja kvadranta plo¢icama iz trec¢eg reda (sivim i narancastim). O¢ito je da postoji samo
jedan nacin da se to ucini, plo¢icama koje ne nose informacije.

Zadatak 2.1. Sto ra¢una poplo¢avanje etvrtog kvadranta plo¢icama na donjoj slici? Ulaznih podataka
nema, a izlazni podaci obiljezeni su plo¢icom s crnim kvadratom u sredini.
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Zadatak 2.2. Konstruirajte skup Wangovih plocica koji racuna zbroj dvaju cijelih brojeva poplo¢avanjem
poluravnine.

Primjer 2.2. Skup plocica koji mnoZi dva prirodna broja a i b.

Mnozenje ¢emo obaviti u desnoj poluravnini. Jednom plo¢icom obiljezavamo koji red poluravnine
smatramo x-osi (razina 0). Zatim ulazne podatke, brojeve a i b, unesemo tako da na mjesta (a,0) 1 (0,-b)
stavimo odgovarajuce ulazne plocice (obiljezene bijelim kvadratom). Te tri ploCice smatrat ¢emo
ulaznima i ne¢emo ih koristiti u daljnjem poploc¢avanju.

Koristit ¢emo sljedeée plocice:

KXX
A3
L u
PO

X
x

L 44
K <

XXX

U prvom su redu tri ulazne plocice, jedna koja ¢e obiljeziti konacan rezultat i dvije "prazne plocCice" bez
informacija (jedna za mjesta uz rub poluravnine, jedna za ostala mjesta). Popunimo prvo gornju
poluravninu. Uocite da koristimo samo plocice iz drugog i tre¢eg reda sa slike. To je zapravo
poploc¢avanje koje u prvom kvadrantu racuna sve viSekratnike od a:
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Vidimo da je jedini nacin poplo¢avanja donje poluravnine sljedeci:
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Sada bi jos trebalo dodati plo¢ice bez informacija, petu i Sestu iz prvog reda, na prazna mjesta kako bismo
zaista poplocali cijelu poluravninu. U drugom dijelu racuna koristili smo samo plocice iz tre¢eg reda.
Ovaj "program" Wangovih plo¢ica mozemo shvatiti kao da se sastoji od dvaju potprograma koji se
odvijaju uzastopno. Prvi prima ulaz a i u prvom kvadrantu ra¢una visekratnike od a pomocu plocica iz
drugog 1 treceg reda, a drugi zatim za ulaz prima b 1 viSekratnike od a te u ¢etvrtom kvadrantu ra¢una b-ti
po redu visekratnik od a.

Zadatak 2.3. Konstruirajte skup Wangovih plocica koji racuna zbroj ili umnozak dvaju prirodnih brojeva,
ovisno o tome koja se od dviju plocica, S (suma) ili P (produkt), postavi u gornji lijevi kut Cetvrtog
kvadranta. Ako treba, moZete pretpostaviti da su a 1 b razli€iti brojevi ve¢i od 1.

Zadatak 2.4. Konstruirajte skup Wangovih plocica koji racuna ¢lanove niza 1, 4, 9, 16, 25... (kvadrate
prirodnih brojeva).
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3. Neodlucivost problema poplo¢avanja

[lustrirat cemo Wangov (kako smo vidjeli, neuspjesan) pokusaj konstrukcije algoritma za provjeru moze
li se danim kona¢nim skupom Wangovih plocica poploc¢ati ravnina, dokazati neke rezultate koji su mu
trebali u tim pokuSajima i objasniti $to ga je navelo da postavi hipotezu o nepostojanju aperiodi¢nih
skupova.

Dokazimo prvo Wangov teorem:

Ako nekim konaénim skupom Wangovih plo¢ica mozemo poplocati proizvoljno velike
kvadrate, onda tim skupom ploc¢ica mozemo poplocati cijelu ravninu.

Drugim rije¢ima, ako za svaki prirodan broj n mozemo poplocati n xn kvadrat, onda mozemo poplocati i
ravninu. Uocite da je obrat trivijalan: ako moZemo poplocati ravninu, onda mozemo i kvadrate bilo koje
veli€ine (ravnina sadrzi proizvoljno velike poplocane kvadrate). Isto tako, ako mozemo poplocati neki
kvadrat, mozemo poplocati i sve kvadrate manje od njega.

Dokaz. Poplocavanja kvadrata iz iskaza teorema organizirat ¢emo u stablo s korijenom. To je poseban
slucaj grafa. Svaki graf sastoji se od nekog skupa vrhova, od kojih su neki povezani bridovima. Posebnost
je korijenskog stabla $to je povezano (od svakog vrha moze se, iduci bridovima, do¢i do svakog drugog),
Sto nema ciklusa (ne moze se, idu¢i bridovima, napraviti krug) i Sto ima jedan istaknuti vrh koji smatramo
korijenom. Zbog tih svojstava korijenskog stabla za svaki vrh moZemo odrediti koliko je daleko od
korijena; buduéi da nema ciklusa, postoji jedinstveni put od svakog vrha do korijena. Na taj nacin sve
vrhove mozemo podijeliti na nivoe: na nultom nivou nalazi se korijen, na prvom nivou oni vrhovi koji su
za jedan brid udaljeni od korijena, na drugom nivou oni koji su za dva brida udaljeni od korijena i tako
dalje.

Opisimo prvo vrhove naseg stabla. Na nultom nivou nalazi se samo jedan vrh, korijen. Svaki vrh na
prvom nivou predstavlja jednu od Wangovih plocica koje smijemo koristiti u poplocavanju. Svaki vrh na
drugom nivou predstavlja jedno poplocavanje 3x3 kvadrata Wangovim plo¢icama koje smijemo koristiti;
svaki vrh na tre¢em nivou jedno 55 poplo¢avanje i tako dalje. Opc¢enito, vrhovi na n-tom nivou
predstavljaju sva moguéa poploCavanja (2n-1) %(2n-1) kvadrata. Uocite da nijedan nivo nije prazan (jer za
svaku veli¢inu kvadrata postoji poploCavanje) i da se na svakom nivou nalazi konacno mnogo vrhova (jer
imamo konacan skup plocica). Medutim, cijelo stablo ima beskonacno mnogo vrhova jer nivoa ima
beskona¢no mnogo.

Da bismo do kraja opisali stablo, moramo jos re¢i koji su vrhovi povezani bridovima. Korijen je povezan
sa svim vrhovima na prvom nivou. Vrh na n-tom nivou, koji predstavlja poplocavanje kvadrata stranice
2n-1, povezan je s nekim vrhom na (n+1)-vom nivou, koji predstavlja poplocavanje kvadrata stranice
2n+1, ako se poplocavanje veceg kvadrata moze dobiti iz poploCavanja manjeg tako da se manji okruZzi po
jednim redom plocica sa svake strane (poStujuci, naravno, pravila slaganja Wangovih plocica). Ostale
vrhove ne povezujemo.
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Sada konstruiramo put u grafu. Za pocetni vrh odaberemo korijen. Vrhove dalje biramo induktivno: ako
smo u prethodnom koraku odabrali vrh v na n-tom nivou, u sljede¢emo biramo vrh na (n+1)-vom nivou
koji je povezan s vrhom v i takav da postoji beskonacno mnogo vrhova na nivoima iznad njega koji su s
njim povezani. Takav izbor uvijek moZemo napraviti: ako je iznad vrha v bilo beskona¢no mnogo vrhova,
a na nivou neposredno iznad samo konacno mnogo, onda ih se nad nekima od tih kona¢no mnogo mora
nalaziti beskonac¢no (inace bi ih ukupno bilo kona¢no). Tako dobivamo beskonacan put po stablu s po
jednim vrhom na svakom nivou. Ta tvrdnja se u teoriji grafova zove Koningova lema.

Promotrimo §to smo uc€inili izborom takvog puta. Odabrali smo jednu plocicu (prvi nivo), takvu da oko
nje mozemo postaviti plocice 1 dobiti poplocavanje 3%3 kvadrata (drugi nivo). Oko njega moZemo
postaviti plo¢ice i dobiti poplocavanje 5x5 kvadrata (tre¢i nivo) i tako dalje. Beskona¢nost puta osigurava
da nec¢emo "zapeti" u poplocavanju, tj. da mozemo stalno dodavati jos jedan red plocCica oko veé
poplocanog kvadrata. Drugim rije¢ima, mozemo poplocati cijelu ravninu. Time je teorem dokazan. m

Pretpostavka o konac¢nosti skupa plocica bila je pritom bitna. Naime, Koningova lema vrijedi samo uz
pretpostavku da se na svakom nivou nalazi kona¢no mnogo vrhova. Protuprimjer je stablo koje na
svakom nivou ima beskonacno mnogo vrhova, oznacenih prirodnim brojevima. Vrh oznacen brojem i > 2
na n-tom nivou povezan je s vrthom oznacenim brojem i-1 na (n+1)-vom, a vrh oznacen brojem 1 nije
povezan ni s jednim vrhom na sljede¢em nivou. U tom stablu nema beskona¢no dugackih puteva. To jos
ne znaci da teorem ne vrijedi 1 za beskonacne skupove Wangovih plo¢ica (mozda bismo samo trebali
potraziti neki drugi dokaz), ali lako je pronaci protuprimjer. Promotrimo poploc¢avanje Cetvrtine ravnine
kvadratima i1 obojimo rubove tih kvadrata s beskona¢no mnogo razli¢itih boja - tako da se svaka boja
pojavljuje samo na po jednom rubu dviju susjednih plo€ica i nigdje drugdje. S takvim ploc¢icama ocito je
moguce poplocati proizvoljno velik kvadrat, ali ne i cijelu ravninu.

Znajuci teorem, Wang je promatrao ovakav algoritam za ispitivanje moze li se zadanim skupom
Wangovih plo€ica poplocati ravnina:

Izaber neoznaderd
mzon blok plodica
DA
¥
Jezu li zajednicli HE Diznadl Trna li jod
bridorvi susjednih | izdbrani o neoznatenih
plodica obajani ista? blok mn blakowa?
D& e | NE
L J :
POPLOCAVANIE
Odgovaraju libaje na NIJEMOGUCE
dorgern i bojarna na Dt
gomjerr, a boje na lijevom

nibubojarma na desnom? NE | Jesuli zajednigki

« bridaed susjednih
D& NE | plodica ohojani ista?
WMOGUCE JE Cznadi Y
FERIODICHO izahrani
POPLOCAVANIE hlok
neoznacenih . Izahern neozhaderd
rmon blokava? mizn blok ploica
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Za prirodne brojeve m = 1, 2, 3... provjeravamo sve m xm kvadrate sastavljene od plo€ica iz zadanog
skupa, poStujuci pravila slaganja. Ako za neki m ne postoji nijedan takav kvadrat, ravnina se ne moze
poplocati tim skupom ploc€ica i algoritam zavrSava. Ako pak pronademo neki kvadrat kojim mozemo
periodi¢no poplocati ravninu, algoritam takoder staje. Uocite da vrijede i obrati tih tvrdnji: ako se ravnina
ne moze poplocati, po Wangovom teoremu postoji prirodan broj m takav da se ne moze poplocati ni m xm
kvadrat. Ako se pak ravnina moze poplocati periodi¢no, tako da se uzorak horizontalno ponavlja svakih
m, a vertikalno svakih n plo€ica, tada se moze periodi¢no poplocati kvadratom veli¢ine m-n 1 algoritam ¢e
takoder stati nakon kona¢no mnogo koraka.

Problem nastaje ako se mogu poplocati sve veci i veci kvadrati a da se nikad ne pojavi periodi¢nost. U
tom slucaju algoritam nikada ne staje, tj. ne daje odgovor. To je to¢no slucaj kad je zadani skup plocica
aperiodiCan i navelo je Wanga da postavi hipotezu o nepostojanju aperiodi¢nih skupova plocica. Hipoteza
se pokazala krivom - algoritam kakav je Wang pokusao konstruirati 1961. ne postoji, a problem
poplocavanja ravnine je neodluciv!

Na kraju ovog poglavlja navest ¢emo jos dvije posljedice Wangovog teorema.

Pretpostavimo da je neki skup S Wangovih plo¢ica minimalan, tj. da njime mozemo poplocati
ravninu, ali bilo kojim njegovim pravim podskupom ne mozemo. Tada postoji prirodan broj
takav da se u svakom poplo¢avanju ravnine tim skupom plocica i u svakom n xn bloku
plocica tog poplo¢avanja nalaze sve ploc¢ice skupa S.

Pretpostavimo da je S skup Wangovih plocica kojim mozemo poplocati ravninu. Tada za
svaki prirodan broj n postoji poplocavanje ravnine tim skupom plocica takvo da se svaki nxn
blok plocica koji se pojavljuje u tom poploc¢avanju, pojavljuje u njemu beskona¢no mnogo
puta.

Zadatak 3.1. Dokazite te tvrdnje!

4. Jedan aperiodican skup Wangovih plocica

Ako promatramo kako se od 1966. godine, kad je otkriven prvi aperiodi¢an skup Wangovih plocica,
smanjivao broj plo¢ica u najmanjem poznatom skupu, primje¢ujemo da su se vazna smanjenja dogadala
uvodenjem neke potpuno nove ideje za konstrukciju skupa plocica. Prva, Bergerova ideja, bila je
oponasanje dokaza neodlucivosti problema zaustavljanja Turingovog stroja. Modifikacije te ideje dovele
su do smanjivanja s 20462 na 104 i 92 plocCice. Sljede¢a smanjenja dosla su tek s novim idejama, kad su
Robinson i Penrose modificirali neka druga u meduvremenu otkrivena aperiodi¢na poplo¢avanja ravnine
da bi od njih dobili Wangove plocice (Penroseovo poplocavanje dviema plo¢icama u obliku romba s
obiljezenim stranicama i vrhovima). Posljednje smanjenje dogodilo se 1995., kad je Jarkko Kari u ¢lanku
[KA] opisao kako se mnozZenje realnog broja racionalnima moze prvo opisati kona¢nim automatima, a
zatim se te kona¢ne automate moze kodirati u Wangove plocice i tako dobiti beskona¢no mnogo
aperiodic¢kih poplo¢avanja ravnine. Tu njegovu ideju malo je doradio Karel Culik i u ¢lanku [CU]
konstruirao aperiodi¢an skup od 13 Wangovih plocica s 5 boja. Ovdje ¢emo opisati taj skup i navesti
osnovne ideje dokaza.

Koristit ¢emo zapis realnog broja pomocu niza cijelih brojeva beskonacnog s obiju strana, tj. indeksiranog
cijelim brojevima. Niz dobivamo na sljedeci nacin: za realan broj » prvo definiramo niz A(r,i), indeksiran
cijelim brojevima i, sa A(7,i) = najvece cijelo broja i-r. Najvece cijelo realnog broja x je najveci cijeli broj
manji ili jednak od x. Dobili smo niz cijelih brojeva pomocu kojeg ¢emo definirati novi niz, takoder
indeksiran cijelim brojevima:

B(r, i) = A(r, i) - A(r,i-1)
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Moze se pokazati da se niz B(7,7) sastoji od najviSe dvaju cijelih brojeva. Tocnije, ako je k <r <k+1, onda
se u nizu B(7,7) pojavljuju samo brojevi k£ 1 k+1. Nadalje, svaki niz brojeva k 1 k+1 odreduje neki realan
broj 7: ako raCunamo zbroj bilo kojih n uzastopnih elemenata, on ¢e se od broja n-r razlikovati za manje
od 1, a prosjek n uzastopnih elemenata priblizavat ¢e se » kada n raste. Niz B(7,7) je, dakle, zaista zapis
realnog broja r, u smislu da postoji bijekcija izmedu skupa realnih brojeva i takvih nizova cijelih brojeva.

Zadatak 4. 1. IzraCunajte sve ¢lanove nizova B(1,1), B(3/2,1), B(1/3,1) 1 B(8/3,1)!
Promatraju¢i kako se broj u takvom zapisu mnozi s 3 i s 1/2, Culik je doSao do sljedeceg skupa plocica T:

1 1 1 i 0 i]
T3 -E -1 -2 o - o - 20 - -1
2 1 Z 1 2 1

o Z 1 1 o z 1

1 ] il 0 1 1

Plocice iz gornjeg reda ¢ine podskup oznacen s 73, koji oponasa mnozenje s 3. Plocice iz donjeg reda ¢ine
podskup 71/ za mnozenje s 1/2. Znak 0’ u drugom redu oznacava broj 0; crtica je dodana samo zato da
osiguramo da se plo€ice iz 73 1 T1/2 moraju staviti u razlicite redove prilikom poplocavanja. Plo€ice iz
skupa T imaju sljedeca svojstva:

e Ako broj na gornjoj strani neke plo¢ice oznacimo s a, na donjoj s b, na lijevoj sa s, a na desnoj s ¢,
tada vrijedi ag+s = b+t. Pritom je ¢ = 3 za plocice iz gornjeg, a ¢ = 1/2 za plocice iz donjeg reda.
To je zapravo spomenuto mnozenje s ¢: broj a pomnozen s g daje broj "blizu" b, a brojevi s i ¢ su
ostaci.

e U istom retku poplo¢avanja ravnine ne mogu biti ploCice iz obaju skupova 73 1 T2, nego samo iz
jednog od tih dvaju skupova.

e Za svaki realan broj iz intervala [ 1/3,2/3] postoji poplocavanje retka ravnine plo¢icama iz skupa
T35 takvo da niz brojeva na gornjem rubu tvori zapis broja r. Isto tako, za svaki realan broj r iz
intervala [2/3,2] postoji poploc¢avanje retka ravnine ploc¢icama iz skupa 77/, takvo da niz brojeva na
gornjem rubu tvori zapis broja r.

e Ako je redak popunjen plo¢icama iz 73 i niz brojeva na gornjem rubu tvori zapis realnog broja r,
onda niz brojeva na donjem rubu tog retka tvori zapis broja 3r. Analogna tvrdnja vrijedi i za retke
popunjene plocCicama iz T /2: ako je na gornjem rubu zapis broja 7, na donjem je zapis broja /2.

Navedene tvrdnje ne¢emo dokazivati. Detalji dokaza uklju¢uju kona¢ne automate i nesto malo aritmetike
i mozete ih pogledati u ¢lancima [KA] i [CU]. Medutim, koriste¢i se tim tvrdnjama dokazat ¢emo da je
skup plocica T uistinu aperiodican.

Gore opisanim skupom plocica 7 ravnina se moZze poplocati, ali ne periodicno.

Dokaz. Neka je r bilo koji realan broj iz intervala [1/3,2]. Poplo¢imo jedan redak ravnine plo¢icama iz
skupa T tako da oznake na gornjoj strani tvore zapis broja . Znamo da redak mozemo poplocati
poloc¢icama iz T3 ako je r iz intervala [1/3,2/3], a ploCicama iz T/, ako je r iz [2/3,2]. U prvom sluc¢aju
znamenke na donjoj strani retka tvore zapis broja 3, koji je iz intervala [1,2], a u drugom slucaju tvore
zapis broja /2, koji je iz intervala [1/3,1]. Svakako je sada na donjoj strani retka ponovno zapis nekog
broja iz intervala [1/3,2], koji ponovno kodiramo u sljede¢em retku ravnine (oznake na horizontalnim
rubovima moraju se poklapati!). Tako nastavljamo postupak, popunjavajuéi redak po redak ravnine prema
dolje.

Sto se ti¢e gornje polovice ravnine, moZemo primijeniti isti postupak, ali obrnuto. Za realan broj r iz
[1/3,2] kodiran na gornjoj strani retka sigurno postoji neki broj p iz istog intervala tako da je » = 3p ako je
r iz intervala [1,2], odnosno » = p/2 ako je r iz [1/3,1]. Ako sada broj p kodiramo novim retkom, oznake
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na donjoj strani tvorit ¢e zapis broja r, tj. poklapat ¢e se s oznakama na gornjoj strani prethodnog retka.
To znaci da opisanim postupkom mozemo redak po redak poplocati 1 gornju polovicu ravnine.

Uocite da smo za svaki realan broj iz intervala [1/3,2] dobili jedno poplo€avanje. Neka od tih
poplocavanja su ista, to¢nije, ako se broj 7’ nalazi u k-tom retku poplocavanja dobivenog od broja », onda
se poplocavanje koje dobijemo krenuvsi od 7' podudara s prvim poplo¢avanjem translatiranim vertikalno
za k. Medutim, razli¢itih poplocavanja dobivenih na ovaj nacin ipak ima neprebrojivo mnogo jer se od
svakog translacijama moze dobiti samo prebrojivo mnogo poplocavanja.

Konacno, treba dokazati da nijedno poplo¢avanje gornjim skupom plocica nije periodi¢no. Kad bi bilo,
onda bi postojao prirodan broj k takav da vertikalna translacija za k prevodi poplo¢avanje samo u sebe. To
bi znacilo da su brojevi koje kodira gornja strana prvog i (k+1)-vog retka isti. Znamo da je broj kodiran u
(k+1)-vom retku dobiven od broja u prvom retku s nekoliko uzastopnih mnozenja brojevima 3 1 1/2. To bi
znacilo da se s nekoliko uzastopnih mnozenja brojeva 3 i 1/2 moze dobiti 1, §to je oCito nemoguce. Time
je teorem dokazan.m

Rubovi plocica iz skupa 7 oznaceni su brojevima. Ako ih zelimo zamijeniti minimalnim brojem boja,
mozemo primijetiti da, buduéi da ne smijemo okretati plocice, nema potrebe razlikovati oznake na
horizontalnim i vertikalnim bridovima ploc¢ica. Ti bridovi nikad ne mogu do¢i u kontakt pa razlicito
bojanje ne predstavlja dodatni uvjet. Buduéi da na vertikalnim bridovima ima pet razli¢itih oznaka, a na
horizontalnim cetiri, sve ih moZemo zamijeniti s max{4,5} =5 boja. Na taj je nacin dobiven aperiodican
skup plocica na ranije prikazanoj slici.
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