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| STUDENTSKA RUBRIKA |

Udaljenost tocke do krivulje

Ivana KuzMANOVIG*

Sazetak. U ovom élanku razmatra se metoda racunanja udaljenosti
tocke do eksplicitno, parametarski, te polarno zadane krivulje. U litera-
turt za ovaj problem postoji eksplicitno rjesenje za slucaj afine funkcije,
te za jos neke specijalne slucajeve.

Kljuéne rijeci: udaljenost, krivulja, minimizacija

Abstract.  This article considers the method for calculating the
distance of a point to the curve given explicitly, in parameter and polar
form. In literature, there exists an explicit solution to this problem for
the case of affine fuctions as well as for some other special cases.

Key words: distance, curve, minimization

1. Udaljenost tocke do grafa eksplicitno zadane funkcije

Neka su dane tocke ravnine 77 = (x1,y1) i Ta = (22, y2). L1 udaljenost tocaka T} i
T5 definiramo kao
di(Th,T2) = |2 — 21| + |y2 — 1 ]-

L, (euklidska) udaljenost dana je s

do(T1, T) = v/ (z2 — 1)% + (y2 — y1)2.

Za udaljenost tocke Ty = (zo,yo) do krivulje uzima se najkraéa udaljenost
izmedu tocke Tp i tocaka na krivulji. Preciznije:

Neka je dana totka Ty = (x9,90) € R? i neprekidna funkcija f: D — R, D C R.
Zelimo odrediti Ly i Ly udaljenost tocke Ty do grafa funkcije f. Taj problem se

svodi na odredivanje tocke Ty = (w3, f(x})) € T'y takve da je

dp(To,T;) = ’II’Iéanf dp(To,T),

odnosno na rjesavanje problema globalnog minimuma funkcije jedne varijable, tj.
treba pronaci tocku x;, € D, tako da bude

min ¢, () = ¢ (a), (1)

zeD
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gdje je

¢(){|$$0|+|f(117)y0| =1

T V(@ —z0)2 + (f(z) —y0)? , p=2

Tada je d,(To,T'y) = d(To, T, ). Ovaj problem je ve¢ razmatran u [3].

Lako se moze vidjeti da ako neprekidna funkcija ¢: D — IR{SF postize svoj minimum

u tocki z*, da tada funkcija ¢(z) = /¢ (z) takoder postize svoj minimum u tocki
x*. Zato ¢emo umjesto minimizacije funkcije ¢, minimizirati jednostavniju funkciju

%(x){ |z —xo| + [f(x) =yl p=1 @)

(& — 20)? + (f(z) ~ 90)* . p =2

Primjer 1. Udaljenost tocke do grafa logisticke funkcije

Neka je f(z) = 1_’_5%. Odredimo L i Ly udaljenost tocke Ty = (2, 3)

do grafa funkcije f.
Treba pronaci tocku x, € R koja je rjeSenje problema

min ¢, (z) :wp(x;), p=1,2

z€R
gdje je
5
et e 8 e
Vp(z) = 5 2
(i) e

(2 )+ 1+ 5e—2= p

Na Slici 1. prikazani su grafovi funkcija 11 i 9.
\ U 2

Slika 1. Grafovi funkcija ¥ i Y9

Udaljenost tocke Ty do grafa I'y pri tome iznosi

_ 1/)1(:1731‘) , p=1
LR e I



UDALJENOST TOCKE DO KRIVULJE 87

Na Slici 2. prikazan je graf funkcije f, tocka Ty i njezine L; i Lo projekcije
* * * _ 1
Tp - (‘Tpvf<$p))7 p= 172

_ _

Slika 2. L1 i Lo projekcije totke Ty

Napomena: Tocka T} je diraliste krivulje I'y i kugle u L, metrici sa srediStem
u Ty polumjera d,(To,I'f). (Slika 2.)

2. Udaljenost tocke do parametarski zadane krivulje
Neka je dana tocka To = (xo,yo) 1 krivulja I zadana u parametarskom obliku

T = {(f(t), £, (D)) £ £ € [t2, ta])

Da bi odredili Ly i Ly udaljenost tocke Ty do krivulje T', slicno kao u prethodnom
slucaju, treba pronadi t; € [t1,t2] tako da bude

2, Vet = Velty), W
gdje je
1) = ol + 1 fy () =yl p=1
o= { (o) — 20 + (£y(8) ~ 90)? . p =2 ©)
Tada je

_ 1p1<t*) y D= 1
dp(T()?F) - { w;(t;) ,p= 9

Pri tome je tocka projekcije dana s T,y = (f.(ty), fy(t3))-

1Svi grafovi su izradeni u programskom paketu Mathematica. Za minimizaciju funkcija
koristena je Mathematica funkcija FindMinimum (vidjeti [4]).
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Primjer 2. Zadana je tocka Ty = (1.5,0.5) i cikloida I = {(¢ —sint, 1 — cost) :
t € [0,27]}. Da bismo odredili Ly i Ly udaljenosti tocke Ty do krivulje T', najprije
trebamo odrediti tocke t7 i t5 u kojima funkcije
P1(t) = |t —sint — 1.5| + |1 — cost — 0.5]
Po(t) = (t —sint — 1.5)% + (1 — cost — 0.5)?

postizu minimum. Na Slici 3. prikazani su grafovi funkcija 11 (t) i ¥a(t).

Py Vs

t t
Slika 3. Grafovi funkcija 1 (t) i 92(t).

Na Slici 4. prikazane su L; i Lo projekcije Ty = (¢ — sintf, 1 — cost}) 1 T =
(t5 —sinth, 1 — costd) tocke Ty na krivulju T’

a) Ly udaljenost b) Lo udaljenost

Tl*

Ty

Slika 4. L i Ly projekcije totke Ty na krivulju T’

3. Udaljenost tocke do polarno zadane krivulje
Polarno zadana krivulja je zadana jednadzbom oblika
r=f(e), ¢ €lp1, el
Kako je veza izmedu polarnih i Kartezijevih koordinata dana s (vidjeti [1])

T =1TCosp,
Yy =rsingp,

onda se problem udaljenosti tocke do polarno zadane krivulje moze svesti na racunanje
udaljenosti do parametarski zadane krivulje.
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Primjer 3. Neka je r = %,gﬁ € [0, 3x] polarno zadana krivulja i Tp = (1,1).
Tada je u parametarskom obliku ta krivulja dana s T', = {(% cos @, %sin ©):pE
[0,37]}. Da bi odredili L; i Ly udaljenosti tocke Ty do krivulje 'y, najprije trebamo
odrediti tocke @7 i ¢35 u kojima funkcije

3 3
1(p) = [=cosp — 1| +[=sinp — 1],
i i

3 3 .
Pa(p) = (; cosp —1)* + (; sinp — 1)°
postizu globalni minimum. L; i Ly udaljenosti tocke Ty do krivulje I', tada iznose

di(To, T') = (1),
odnosno
do(To, T'p) = 1/ 1a2(5)-
Na Slici 5. prikazani su grafovi funkcija ¢1(¢) 1 ¥2(p).

1 Vs

' t
*

¥1

*

Y2
Slika 5. Grafovi funkcija 91 () i ©2(p).
Na Slici 6. prikazane su Ly i Lo projekcije T} = (;—1 cos ¢F, %sin ) 1Ty =
(3 cos 5, % sin ¢3) tocke Ty na krivulju I'y.

3
a) Ly udaljenost b) Lo udaljenost
T
To
\/ \_/

Slika 6. Ly i Lo projekcije totke Ty na krivulju I'¢
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Zadatak 1. Odredite Ly i Ly udaljenosti tocke Ty = (2,1) do pravca danog
jednadzbom y = x + 1. (Rjesenje: dy =2, dy = /2)

Zadatak 2. Odredite L1 i Ly udaljenosti tocke Ty = (1,4) do grafa funkcije
f(x) = 2% + 1. (Rjesenje: dy = 0.732, dg = 0.702 )

Zadatak 3. L, udaljenost tocaka Ty = (x1,y1) @ To = (x2,y2) definira se kao

doo(Th, To) = max{|zs — x1], |y2 — y1|}.

Odredite Lo, udaljenosti tocaka Ty do krivulja iz zadataka 1 4 2.
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