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SAZETAK

U uvodu se daje kratak pregled poznatih rezultata vezanih uz cjelobrojno programiranje i navodi literatura
koja to podrucje obraduje.

U glavnom dijelu rada analizira se Heuristicka metoda koja daje vrlo brz rezultat bez upotrebe nekog znacaj-

nijeg matematickog alata.
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1. Uvod

Vaznost cjelobrojnog programiranja jest u rjesa-
vanju prakti¢nih problema. Gotovo da i nema po-
drudja u kojemu se cjelobrojno programiranje ne bi
moglo primijeniti. Najées¢a su podrudja primjene
podrugje industrije i podrucje ekonomije, ali i vojno
podrudje, gdje je primjena u izboru i razmjestaju
sredstava naoruzanja.

U svakoj organizaciji nailazimo na proces odluci-
vanja koji odreduje koristenje dodijeljenih sredstava
organizacije. SveuciliSte mora donijeti odluku o
nacinu koristenja fakulteta, knjiznica, kompjutora i
zgrada. Korporacija mora odluciti kako ¢e raspore-
diti proizvodna sredstva, raspored zaposlenika na
poslove i koje proizvode u kojim koli¢inama treba
proizvoditi. Promotrimo situaciju u kojoj autosto-
pist mora odlucivati o raznim predmetima koje bi
mogao ponijeti uz ogranicenje da ne moze nositi
vi$e od odredene teZine. Njegov je cilj maksimi-
zirati totalnu vrijednost predmeta koje nosi. Taj
problem je poznat kao problem ruksaka. Promo-
trimo problem isporucivanja narudzbi iz skladista
na m razli¢itih odredista, koja narudzbu primaju u
jednoj isporuci. Dostavlja¢ moze kombinirati najvise
k narudzbi koje mora isporuciti istovremeno. Odre-
divanje dopustive kombinacije ovisi o ruti dodijelje-
noj svakom dostavljacu. Jer odredista mogu pasti na
vi$e od jedne rute, postoje alternative kao sto je koji
dostavljac treba isporuciti narudzbu...

Kao cjelobrojno programiranje javlja se i pro-
blem fiksnih troskova [1]. Oni nastaju ¢im varijabla
poprimi vrijednosti razli¢ite od nule, a kad je vrijed-
nost varijable jednaka nuli, nastaju i fiksni troskovi.
To mogu biti problemi proizvodnje. Kod proizvod-
nje svakog proizvoda nastaju fiksni troskovi, ali i
ako se ti proizvodi uopce ne proizvode, ipak postoje
ukupni fiksni troskovi. Postavlja se pitanje, koji je
to program proizvodnje koji ostvaruje maksimalnu
dobit.

Cjelobrojnost se javlja takoder i kod investi-
cijskih problema kada je potrebno instalirati veci
broj strojeva. Isto tako taj se uvjet postavlja kada je
potrebno neke radnike razmjestiti na odgovarajuce
strojeve. Problemi montaze mogu se shvatiti kao
modeli s uvjetom cjelobrojnosti u kojima postoje

relacije izmedu gotovih proizvoda, grupe proizvoda
koje treba ugraditi i pojedina¢nih dijelova. Najre-
alisti¢niji problemi u proizvodnji ¢esto su veliki i
slozeni, $to ih ¢ini gotovo nemogudim za rjesavanje.
Zbog toga se Cesto originalni problemi razlazu na
potprobleme (vidi primjerice [2]). Prouc¢avanjem
neke proizvodnje i proizvodne okoline, uocava se
posebna klasa proizvodnih problema koji se svaki
zasebno rjesavaju i na kraju uklapaju u cjelinu, koja
daje konacno rjesenje.

Poznate su primjene kod rasporedivanja osoblja,
raspodjele zadataka, izbora lokacija i sredstava (vidi
primjerice [3], [4]). Problem raspodjele poslova
za strojeve mozemo ovako formulirati. Stroj mora
izvesti n(2 2) poslova. Vrijeme rada za posao i je p,
(min). Nakon svakog posla stroj se mora prirediti
kako bi se osposobio za sljedeci posao. Neka to
vrijeme za podesavanje s posla i na posao j bude c,
(min). Nakon izvr$enja svih poslova stroj moramo
postaviti u pocetnu poziciju. Vrijeme podesavanja
od pocetne situacije do posla i je ¢, (min), i od posla
J do pocetne pozicije ¢, (min). Problem se sastoji
u tome, kako raspodijeliti poslove tako da vrijeme
rada svih poslova bude minimalno. Budu¢i da svi
poslovi moraju biti napravljeni na jednom stroju,
vrijeme rada ovisi samo o vremenu podesavanja
tako da zbroj svih koristenih vremena pode$avanja
treba biti minimiziran.

Vrlo je ¢esto podrudje primjene cjelobrojnog
programiranja transport. Transport je jedna od naj-
vitalnijih usluga u modernom drustvu. Osnova je za
mnoge druge funkcije drustva, kao $to su proizvod-
nja i izgradnja, prehrambena i poljoprivredna indu-
strija, dostava i distribucija energenata, dostupnost
medicinske njege i turizam (vidi primjerice [5]).
Prvi takav problem izrastao je iz Zelje jedne naftne
kompanije da bolje organizira regionalni vozni park
kamiona i vozace. U buduénosti za postizanje opce
dobrobiti, ekonomskog rasta i stabilnosti, transpor-
tni programi i fizicki sistemi morat Ce biti osmisljeni
i napravljeni kako bi osigurali brz, siguran, efikasan i
dostupan transport po najnizoj cijeni.

Cjelobrojno programiranje moze se primijeniti
i na dostupnost razlic¢itih investicijskih projekata
pod uvjetom fiksnog budzeta. To mozemo vidjeti
u primjeru navedenom u [6]. Mlije¢na korporacija
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"Cheemi" i proizvodi, osim mlijeka, uglavnom sir.
Dio transporta mlijeka i sira vr$i sama kompanija,
preostali dio ide na bordazu. Sredi$nji vozni park
"Cheemi'-a je zastario i mora biti obnovljen. "Chee-
mi" moze birati izmedu dvije vrste novih vozila. S
tipom A moze se prevoziti samo sir do maksimalno
100(x100kg), a s tipom B mogu se prevoziti i sir i
mlijeko do maksimalno 50(x100kg) sira i 20(x100l)
mlijeka. Kupnjom vozila tipa A $tedi se 1000(x1$)
mjesecno nasuprot distribuciji istovarom, za tip B
usteda je 700(x1$) mjese¢no. Tocnije "Cheemi" Zeli
uvecati ustede.

Novo podrudje o kojemu se jos raspravlja jest
medicinski problem. Problem raspodjele organa za
transplantaciju navodi se u [7]. Cilj je politika koja
rasporeduje organe efikasno, jednako na nacin da
maksimizira potencijalno nabavljanje organa. Osim
toga, svrha je vece prezivljavanje pacijenata i organa
kori$tenih u transplantaciji. Zahtijeva se jednakost
na svim podrudjima, bilo nacionalnost, bilo polozaj
regije. Boljim programom jasno je naznacen cilj po-
vecavanja broja donacija organa i smanjenja cijene
za pribavljaca i pacijenta.

Otkriva se sve vi$e novih podrudja primjene
koja ujedno utjecu na razvoj cjelobrojnog progra-
miranja. Jedno od takvih podrudja je i internet
koji omogucuje multimedijalne komunikacije, ali
i cjelobrojno programiranje tu moze naci svoju
primjenu. Efikasno kori$tenje, za svrhe cjelobrojnog
programiranja, ovih tehnoloskih inovacija ukljucuje
inovacije, promjene i vece ukljucenje organizacija
koje se bave cjelobrojnim programiranjem. Dobar
primjer je Web-bazirana OR biblioteka podataka,
koja predstavlja sve prikladniju alternativu.

2. Heuristicke metode

Sve poznate egzaktne metode cjelobrojnog
programiranja su elegantne, ali spore. Zato su za
rjesavanje vecih problema u praksi samo uvjetno
pogodne. Vecu prednost imaju heuristicke metode.
One trebaju manje vremena za racunanje i s velikom
vjerojatnoséu vode do optimalnog rjesenja, ili bar
do onoga koje je blizu optimalnom.

Jedna od metoda pocinje s koordinatnim
ishodistem (ili iz neke druge cjelobrojne tocke, po

mogucénosti da tocka ne bude u kutu dopustenog
podrudja). Malim cjelobrojnim koracima u smjeru
koordinata pokus$ava se pribliziti optimumu. Izbor
pravca vrsi se po kriteriju "najvece promjene”. U sva-
kom se koraku odreduje najprije za svaku varijablu
x, umnoZzak koeficijenata funkcije cilja s najmanje
negativnim cjelobrojnim kvocijentom elemenata
desne strane i koeficijentom promatrane varijable.
Varijablu koja ima apsolutno najveci (negativni)
umnozak (najveca promjena) povecava se za jedan
cjelobrojni iznos, najmanje za 1. Pritom se mijenjaju
desne strane jednadzbe.

Male duljine koraka (zbog toga se radi o "opre-
znom priblizavanju"). Kod malih koraka postoji rela-
tivno visoka sigurnost da se dode do tocke "ispod
optimuma". Mali koraci sprjecavaju da se metoda
u ranijoj fazi ne zaplete u jednom neoptimalnom
kutu, iz kojeg nema izlaza.

Metoda koja vodi do uspjeha u mnogim primje-
rima ne oslanja se na male, ve¢ na velike korake.
Najprije se koriste samo koraci u smjeru koordinata.
Kad takvi koraci viSe nisu uspje$ni, pokusava se
promjenom dvije, tri ili eventualno vise varijabli, i to
istodobno.

Metode se mogu kombinirati. MozZe se prepo-
ruditi da se po¢ne s metodom "opreznog pribliza-
vanja', jer se time sprjecava prerano dolaZenje u
neoptimalnu kutnu to¢ku.

Ove metode pribliznog rjesavanja pobuduju
interes jer se najce$ce dobiva rjesenje koje se moze
koristiti i koje je blizu optimalnom rjesenju.

Prednost im je u brzem vremenu rac¢unanja,

a nedostatak da ne pronalaze uvijek optimalno
rjesenje.

Prikazat ¢emo heuristicki pristup problemu
trgovackog putnika. Problem je sljede¢i. Trgo-
vacki putnik mora po jednom posjetiti svaki od n
gradova prije povratka kuéi. Zna udaljenosti izmedu
gradova i zeli minimizirati ukupni prijedeni put.
Kojim redom treba obilaziti gradove? U principu taj
problem rjesavamo metodom grananja i ogradivanja
kombinirano s metodom odsijecanja ravnina, vrije-
me potrebno za pronalazenje optimalnog rjesenja
moze rasti eksponencijalno kako se broj gradova
n povecava. To je idealna situacija za isprobavanje
heuristicke metode. U ovom ¢emo radu analizirati
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dva tipa heuristicke metode za problem trgovackog

putnika: onaj koji oblikuje putovanje od pocetne

tocke i onaj koji poboljsava prethodno dobiveno

rjeSenje.

> Najblizi susjed: pocetni grad je odabran slucajno

~

>

a) Heuristicka metoda oblikovanja putovanja

i onda se putovanje oblikuje kretanjem od vazece-
ga grada prema najblizem gradu koji jos nije bio
posjecen. Kada se dode do posljednjega grada, put
se vraca do pocetnoga grada, i time se zavrsava
putovanje.

Najblize uvrstavanje: ova heuristicka metoda
zapocinje putovanje posjetom dvaju gradova koji
su medusobno vrlo blizu. Tada se ostali gradovi
uvrstavaju jedan po jedan uklanjanjem jednog
od rubova postojeceg putovanja i povezivanjem
novoga grada izmedu dva kraja. lduci grad koji
treba uvrstiti u svakom koraku odabire se tako da
najmanje povecava duzinu putovanja.

Najdalje uvrstavanje: ova heuristicka metoda
zapocinje putovanje posjetom dvaju gradova koji
su medusobno najvise udaljeni. Iduci grad koji se
uvrstava jest onaj koji najvise povecava duzinu
vazeceg putovanja kada se ovaj grad uvrsti na
najbolju poziciju u vazecem putovanju. Princip
iza heuristicke metode najdaljeg uvrstavanja jest
taj da Ce neki gradovi biti skupi za uvrstavanje i
mogli bi rano bankrotirati jer svi gradovi moraju
biti posjeceni.

Okret: ova heuristicka metoda odreduje srediste
mape i onda rotira polulinijom oko tog sredista.
Gradovi se posjecuju redom po kojemu su bili na
putu okretanja oko sredisne tocke. Ovo je jedina
metoda heuristickog oblikovanja putovanja koja
osigurava nepresijecanje tocaka putovanja koje je
planirano.

b) Heuristicka metoda poboljsanja putovanja

Dvije mogucnosti: ova heuristicka metoda
sistematicno promatra svaki par rubova koji nisu
blizu vazecem putovanju i odlucuje da li ée se du-
Zina putovanja smanjiti uklanjanjem ovih dvaju
rubova i dodavanjem drugih mogucih parova
rubova koji ée utjecati na putovanje. Ako je tako,
izmjena se obavlja i potraga za unaprjedujucim
parom rubova se nastavlja. Ovo ce rezultirati

putovanjem Cije se tocke nece sjei u ravnini. Putu
koji se ne presijeca cesto se smanjuje duzina ovom
heuristickom metodom.

> Tri-moguénosti: slicna je heuristickoj metodi
dvije-mogucnosti, osim sto se sada tri ruba ukla-
njaju i rezultirajuci segmenti stabla putovanja i
rekombinira da oblikuje putovanje.

> Lin-Kernighan: ovo je snazna izmjenjiva heuri-
sticka metoda koja se provodi kako slijedi. Rub se
uklanja iz vazeceg putovanja, tako da se daje put.
Tada se jedan kraj ovog puta pridruzuje nekom
unutrasnjem ¢voru i rub se uklanja, s tim da daje
novi put. Ova se operacija dodavanja/uklanjanja

Posao
1 2 3
Osoba A 1 3 4
B 3 7 4
C 3 4 2

ponavija. Neka je dobivena suma suma duzina
uklonjenih rubova (osim zadnjeg) manje suma
duzina dodanih rubova. Operacija dodavanja/
uklanjanja nastavija se sve dok je dobivena suma
pozitivna i da jos ostaje nedodanih/neuklonjenih
rubova. Za svaki put konstruiran, cijena putova-
nja postignuta sjedinjavanjem krajnjih tocaka se
racuna i ako je manja od originalnog putovanja,
ne gubimo iz vida unaprjedena rjesenja. Tada kad
Je niz mogucih medupromjena iscrpljen, ako je
postignut bilo kakav napredak, najbolji put naden
zamjenjuje originalno putovanje i postupak se
nastavlja.

Navest ¢emo jedan primjer kada nije cilj optimal-
no rjeSenje: zbog veli¢ine problema koje zZelimo rije-
$iti, a koje je preko moguénosti vremena racunanja
optimalnog algoritma unutar moguceg racunarskog
vremena ili mozemo optimalno rijesiti, ali mislimo
da nije vrijedno truda (vremena, novca, itd.) koje
bismo ulozili u pronalazenju optimalnog rjesenja.
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Primjer

Promotrimo sljededi problem: 3 osobe treba
dodijeliti na tri posla, a cijena dodjeljivanja dana je u
dolje danoj matrici:

Samo jedna osoba moze biti dodijeljena na jedan
posao i sve osobe trebaju biti zaposlene. Ovaj pro-
blem nazivamo problem asignacije.

Treba naglasiti da bi heuristicki algoritam trebao
biti primjenjiv za problem cak i ako se cijene u
gornjoj matrici promjene (tj. Heuristicki algoritam
je skup osnovnih pravila za rje$avanje problema, i
nezavisan od pojedinih slucajeva koji se razmatraju).

Jednostavna heuristicka metoda za problem
dodjeljivanja bila bi: odaberi covjeka i posao slucaj-
no. Dodijeli odabranu osobu odabranom poslu iz
problema i ponovi to s novim (manjim) problemom.
Ova heuristicka metoda ne koristi informacije o
cijenama i zbog toga ne ocekujemo da dobijemo
dobre rezultate.

Bolja heuristi¢ka metoda bila bi: odaberi najma-
nju cijenu u matrici cijena i dodijeli odgovarajuc¢u
osobu na odgovarajudi posao — uklonite je iz proble-
ma i ponovite korak na novom (manjem) problemu.

Ova heuristicka metoda daje rjesenje:

» Cijena 1 Dodijeli A na posao 1
» Cijena 2 Dodijeli C na posao 3

» Cijena 7 Dodijeli B na posao 2

Ukupna cijena je 10.

Ovo ilustrira problem koji se ¢esto pojavljuje kod
heuristickih metoda kada smo kod treceg dodje-
ljivanja (B na posao 2) stjerani u kut prethodnim
dodjeljivanjima i gotovo da nema izbora (sto je
rezultiralo dodjeljivanjem B na posao 2 po relativno
visokoj cijeni).

Zbog ovog problema cesta ideja u heuristickim
metodama je koncept zamjene — osnovna ideja je
mijenjati vazece rjesenje kako bi vidjeli mozemo li
ga poboljsati. Prethodno rjesenje mozemo pobolj-
$ati, npr. zamjenjivanjem dodjeljivanja od A i od
C. Time dodjeljujemo A na posao 3 i C na posao 1.
Ova zamjena nije korisna, ali neke zamjene jesu tj.
zamijenimo dodjeljivanja od A i od B.

Primijetimo da je prethodna heuristicka metoda
bez matematicke formulacije problema.

Heuristicki algoritmi za cjelobrojno programira-
nje vrlo su rasireni u literaturi i ¢esto primjenjivani
(vidi primjerice [1], [6]). Za formuliranje heuri-
stickih algoritama potrebno je i dobro poznavanje
ostalih metoda.

3. Zakljucak

Radom je dan kratak pregled poznatih rezultata.
Posebna pozornost posvecena je efikasnoj i korisnoj
Heuristi¢koj metodi. Naveden je jedan primjer
brzog i efikasnog rjeSenja uz koristenje Heuristicke
metode. Dana su izvjesna pobolj$anja koja mozemo
efikasno primijeniti u ekonomiji.
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SUMMARY

A short overview of the results related to integer programming is described in the introductory part of this
paper. Furthermore, there is a list of literature related to this field.

The main part of the paper analyses the Heuristic method which yields a very fast result without the use of
significant mathematical tools.

KEYwORDS
programming, decision-making, integer programming, optimum, algorithm

437



